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LIGNES GEODESIQUES ET COÜRRURE GÉODES 1 QUE. 


CHAPITRE I. 

T) ÉT E II MIN UT JL O N DES (î ÉODÉSIO LIES V Vil LA MÉTHODE IMS JACOÜI. 

Surfaces de révolution; lignes géodésiques — Equation de Clairaut. — Détermi- 
nation des surfaces pour lesquelles les géodésiques sont généralement lermecs ; 
relies de ces surlaccs qui ont un équateur sont applicables sur la sphère. — 
Géodésiques des surfaces dont l’élément linéaire est réductible à la forme 
étudiée par AL Liouvillc 

ds 1 - ( U — V ) i U J du? Vf dv- 1. 

Forme géométrique que l’on peut donner à l'intégrale première — Première 
application au plan et à la sphère. — Géodésiques de l’ellipsoïde. leur discus- 
sion sommaire et leur division en Lrois espèces. Propositions géométriques 
se rapportant à l’élément linéaire de Liouvillc, coniques géodésiques iso- 
thermes ; familles de courbes qui peuvent être regardées de deux manières dil- 
férentes comme formées de coniques géodésique». — Extension de divers théo- 
rèmes de Graves et de M. Chasles. 


578. Nous avons vu [II, p. 4 2 §] que si l'élément linéaire d’une 
surface est donné sous sa forme la plus générale 

(q) ds- -- E du- -’r 2 F du dv -r- G dv 2 , 

la détermination des lignes géodésiques de la surface se ramène à 
D. - III. 


1 
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celle d’une solution, contenant une constante arbitraire C, de l’é- 
quation 


(*) 


Àô = 


E^ 2 — * ‘i-'Œpq -4- G/? 2 
EG — F 2 


i» 


où p et q désignent, selon l’usage, les dérivées partielles —, — • 
Alors l’équation générale d’une ligne géodésique sera 


(3) 


d0 

<JG 


= C', 


C désignant une nouvelle constante; et, en chaque point de (telle 
ligne, on aura 


(4) 


p du . ff dv 


^ du n dp 
q = F -r -hG-ti 


d$ 


ds 


les différentielles du , dp, ds se rapportant à un déplacement sur 
la ligne géodésique. 


579. Une solution 8 satisfaisant à la condition que nous venons 
d’indiquer s’obtient presque immédiatement dans quelques eus 
simples, que nous allons étudier en premier lieu. 

Supposons d’abord que E, F, G dépendent de la seule variable u ; 
auquel cas, on le reconnaît aisément, l’élément linéaire (i) eou~ 
vient à une surface applicable sur une surface de, révolution. On 
pourra prendre alors 

0 = Cp 4-<p(w), 

G désignant une constante; et l’équation (a) fera connaître c'i // j, 
d’où l’on déduira par une quadrature la fonction cp(//) et, par 
suite, la fonction 0. On trouve ainsi 


(5) 


6 = G p — f— 


r- 


• v/ËG - E 2 yj <; 
G 


dit, 


et il suffira de porter cette valeur de 6 dans l’équation (.*{) pour 
obtenir l’équation générale des lignes géodésiquos. 


580. Considérons, par exemple, une surface de révolution dont 
l’élément linéaire soit donné sous la forme 


du* -h r 2 dv*. 
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où r est une fonction de u ; u désignera l’arc du méridien compté 
à partir d’une origine fixe et r le rayon du parallèle passant par le 
point de coordonnées u* r. On aura ici, en mettant a au lieu 
de C, 

(G) 0 = cw -f- f \jr - — ^ > 


et l’équation générale des géodésiques sera 

du 


(7) 


r du 

a j 7 W^ 


* a* 


. H- a\ 


avec les deux constantes arbitraires a et ct r . 
L’équation dilféi'entiellc du premier ordre 


(8) 


dv -- 


a du 

v r~~- tï l 


des lignes géodésiques (jui correspondent à la meme valeur de a 
peut se mettre sous la forme élégante 

(9) rsincu — tf, 

ce désignant l’angle que fait cm chaque point la ligne géodésique 
avec le méridien de la surface. Colle dernière relation, qui est due 
à Clairaut et qui est très utile pour la discussion, n’est d’ailleurs 
qu’une conséquence du théorème des moments lorsqu’on regarde 
la ligue géodésique comme la trajectoire d’un point qui n’est 
soumis à aucune force. 

Il résulte immédiatement de la formule (7) que toutes les géodé- 
siques qui correspondent à la même valeur de a cl à des valeurs 
différentes de al sont lus différentes positions que prend Lune 
d’elles en tournant autour de l’axe. Les trajectoires orthogonales 
de ces différentes positions s’obtiennent en égalant a une con- 
stante la fonction 0 définie par l’équation (fi). 

Sous l’une ou l’autre de ses formes (8) ou (p), l’intégrale pre- 
mière admet une solution singulière qu’il faudra évidemment 
rejeter. En faisant, par exemple, 

du *!Oj 


on obtiendrait un parallèle quelconque de la surface. Or il est 
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évident a priori qu’un parallèle ne peut devenir une ligne géodo 
sique que dans le cas où son plan coupe la surface a angle droit, 
le rayon du parallèle passant alors, en général, par un maximum 
ou un minimum. 

581. Sans nous arrêter à expliquer comment s’est introduite 
cette solution étrangère, nous remarquerons que les équations ( 8 ) 
et ( 9 ) rendent possible une discussion générale de la ligne géodé- 
sique. On verra aisément que, si le méridien a des branches in- 
finies, il y a des lignes géodésiques qui s’étendent elles-mêmes à 
l’infini. Elles deviennent généralement asymptotes à une section 
plane parallèle à l’axe; mais elles peuvent aussi tourner indéfini- 
ment autour de cet axe, comme il arrive dans le cylindre et dans 
le paraboloïde de révolution. S’il y a sur la surface un parallèle 
minimum, il y aura généralement des lignes géodésiques se rappro- 
chant indéfiniment de ce parallèle, sans jamais se confondre avec 
lui. C’est ce qui a lieu pour l’hyperboloïde de révolution ( 1 ). I >ans 
ce qui va suivre, nous nous contenterons d’examiner Je cas parti- 
culièrement intéressant où la surface admet un parallèle maximum, 
et nous allons montrer qu’il existe une infinité de lignes géodé- 
siques dont le cours se déroule tout entier dans la zone qui con- 
tient ce parallèle. 

582. Soit MM 7 ( t fig . 37 ) le parallèle maximum de rayon OM H 
et soient PP 7 , QQ' deux parallèles de rayon égal à a qui limiteront 
une zone, divisée en deux parties généralement inégales par le pa- 
rallèle MM/. Il est évident que les lignes géodésiques, toutes égales, 
définies par l’équation 

/ < a du 

— — -H COnSt. 

dz'r y r 2 — aï 


(’) Oa pourra consulter, dans le bel Ouvrage de M. G.-Il. IUmuikn, une étude 
développée des lignes géodésiques des surfaces de révolution du second degré. 
Voir Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications , t. U, Ohap. VI. 
Dans le cas de l'hyperboloïde de révolution à une nappe, il y u trois espères dif- 
férentes de lignes géodésiques. Les unes sont tangentes à un parallèle de la sur- 
face, les autres rencontrent sous un angle fini tous les parallèles et le cercle de 
gorge j enfin, la troisième espèce est formée de géodésiques asymptotes au cercle 
de gorge. 
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sont comprises dans la zone que nous venons de définir et tan- 
gentes aux deux parallèles PP', QQ'. Imaginons, par exemple, qu’on 

Fig. 3 7 . 



parte d’un point p situé sur le parallèle PP', en attribuant le signe 
H- au radical. Dans la zone limitée par PP' et MM', r ira en crois- 
sant et, si l’on désigne par <» 0 la valeur initiale de o, on aura 


(10) 


■ 


r r a du 

J a 'V/ ,C 


du 9 étant la différentielle de l’arc du méridien, sera défini par une 
équation de la forme 

( 11 ) du?-*y{r)dr, 

et v s’obtiendra par la quadrature précédente. Cette formule (io) 
sera valable tant que /* ne dépassera pas 11. Pour r ~ il, on aura 
une valeur v { de r définie par l’équation 


0 ») 


Vi — e 0 : 


/‘ R « <p(r) dr t 

J a r \J r a — a* * 


Lorsque la ligne géodésique pénétrera dans la zone MM'QQ', 
r ira en diminuant. On aura ici 


( 1 3 j du r~. dr, 

à(r) étant une fonction qui sera distincte de <p(r) tant que MM' 
ne sera pas un plan de symétrie, un équateur de la surface; et 
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Téquation de la ligne géodésique 



dans cette zone sera 

7 ’ a <^(r) dr 
r / ;' 2 ~ et 2 


Pour r == a, la ligne géodésique deviendra tangente en un cer- 
tain point q au parallèle inférieur et la valeur de v correspon- 
dante à ce point sera définie par l’équation 


^2 — = 



« i]/(r) 


Par suite, l’angle £2 compris entre les méridiens passant par le 
point final q et le point initial p de la ligne géodésique aura pour 
valeur 

05 ) q = , 2 - p 0 = dr . 

J a 'V 7 ' 2 — « 2 


Pour obtenir le cours ultérieur de la ligne géodésique, il suffira 
évidemment de prendre la symétrique de la portion trouvée par 
rapport au plan méridien passant par <7, puis de faire tourner l’en- 
semble des deux portions ainsi obtenues autour do l’axe de la sur- 
face successivement des angles 2Û, 4Q, fiû, . . . , de sorte que | a 
ligne géodésique se composera d’une suite de segments égaux dis- 
posés symétriquement autour de l’axe. Ces segments seront en 
nombre illimité tant que le rapport de 0 au nombre ir ne sera pas 
un nombre commensurable. 

On sait que, sur la sphère, les lignes géodésiques sont foules 
fermées. Proposons-nous de trouver loules les surfaces jouissant 
de la même propriété. Elles devront avoir, on le reconnaîtra aisé- 
ment, au moins un parallèle maximum; et, pour que les lignes 
géodésiques demeurant dans le voisinage de ce parallèle soient 
toutes fermées, il faudra que l’angle Ü défini par la formule (,;*,) 
soit dans un rapport commensurable à « pour toutes les valeurs 
de a. Cette condition exige évidemment que l’angle Ü soit indt- 
pendant de a . Ou devra donc avoir 



DÉTERMINATION DES GÉODÉSIQUES. 


m désignant un nombre commensurable constant. Nous sommes 
ainsi conduits au problème d’ Analyse suivant : Déterminer la fonc- 
tion <p ( /*) —J— ^ ( /') de telle manière que l’équation précédente ait 
lieu, au moins pour toutes les valeurs de a suffisamment voisines 
de R. 

Par un changement de notations on ramène le problème précé- 
dent à celui qui est résolu dans la théorie des courbes tautochrones. 

Posons 


(«7; 


R * 7 


-T- +(/')! = aO(s). 


L’intégrale précédente prend la forme 

r*Q( z)dz m 

J 0 \Z* Z - - 9 

et, pour qu’elle soit indépendante de a, il faut que l’on ait, comme 
on sait, 

•K- 5 ) “ 

V- 

En revenant aux notations primitives, on trouvera ici 

y. G R 


cp(n i ^(r)« 


On aura d’ailleurs 


\J H 3 — r* 


(\d* 


h V / ' 


Gw. 


Il suffira donc de prendre G = /;/, ni étant un nombre commun- 
surablc, et l’on aura l’équation de condition 


(rK) 


<p (r) -+- 4^ r) ~ 


y m H 
y/ R* - - r*' 


Cette équation admet une interprétation géométrique. Remar- 
quons que les intégrales 

/ n * R 

f(r)clr , / 4#(r)rfr 

désignent les arcs du méridien comptés à partir du parallèle MM', 
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le premier dans la zone supérieure, le second dans la zone infé- 
rieure. En désignant par s , s r ces deux arcs, la formule (18) nous 
donne 

v 

(19) s -h $' = 2771R. arc cos- • 

Ainsi, pour que les lignes géodésiques soient fermées, il faut 
que Varc du méridien compris entre deux parallèles égaux 
soit égal à m fois V expression que Von obtiendrait si Von rem- 
plaçait la surface par une sphère de rayon R. 

Dans le cas où le parallèle maximum est un plan de symétrie, 
on a 

» s r = s ; 

l’équation (19) nous donne* 

r 

s = mR arc cos- 5 
I\ 

r> S 

r = R COS :rj 

mli 

et l’élément -linéaire de la surface de révolution prend la forme 

ds*~ du%-\- R 2 cos 2 — dv*. 

m R 

Posons 

( 20 ) u = m R u\ p ï= rm>\ 

l’élément linéaire deviendra 

(21) <& 2 = 7 /i 2 R 2 ( H- COS 2 &' dv ,% ). 

Sous cette forme, on reconnaît immédiatement qu’il convient à 
une surface de révolution applicable sur la sphère de rayon w»R. 
La condition que m soit un nombre commensurable s’interprète 
géométriquement de la manière suivante. 

Considérons une surface de révolution comme composée d’un 
nombre illimité de feuillets superposés, engendrés par la rotation 
indéfinie du méridien. Alors un point de cette surface aura une 
infinité de systèmes de coordonnées u, t>; u, c + art; «, 
v -f- 2 Ait, ... , suivant qu’on le considérera comme appartenant au 
premier, au second feuillet ou au feuillet de rang h -\- i . D’après 
cela, les formules (20) feront correspondre à un point (u, (») de 
la surface de révolution un point (u', 0') de la sphère défini par 



les équations 
(aa) 
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c -4- O h TT 



h étant un entier quelconque. Or, si m est incommensurable, les 
valeurs obtenues de v l correspondent toutes à des points distincts 
de la sphère; au contraire, si m est commensurable, ces valeurs 
de ç f ne conviennent qu’à un nombre limité de points. Gomme le 
même résultat se retrouve dans la transformation inverse, nous 
pouvons énoncer le théorème suivant : 

Les seules surfaces de révolution, ayant un équateur, pour 
lesquelles les lignes géodésiq ues soient toujours fermées, sont 
la sphère et les surfaces qui sont applicables sur la sphère de 
telle manière qu’à chaque point de V une des surf aces corres- 
pondent des points en nombre limité de l’autre (*). 


S 8 !î. Considérons maintenant l’élément linéaire défini par la 
formule générale 

(a3 ) ds* - ( (J — V)( U? du*- 4 - V? 

où U, U* désignent des fonctions de u et V, Y { des fonctions de 
On pourrait, sans restreindre la généralité, supposer Uj =^= V { = i; 
mais nous garderons la forme précédente, parce qu’elle est la plus 
commode pour les applications. Remarquons d’ailleurs qu’elle 
comprend comme cas particulier celle qui convient aux surfaces 
de révolution; il suffira d’y remplacer V par une constante. En 
choisissant convenablement les différentes fonctions, on retrouvera 
aussi, nous l’avons déjà remarqué [I, p. 157], l’élément linéaire 
de l’ellipsoïde à trois axes inégaux rapporté à ses lignes de cour- 
bure. C’est à Jacobi que l’on doit, nous l’avons déjà dit, la déter- 
mination des lignes géodésiques de cette dernière surface. M, JLxou- 
ville, qui a, le premier, considéré l’élément linéaire (i>. 3 ) sous sa 
forme la plus générale, a pu lui appliquer, sans avoir besoin de la 
modifier, la méthode si simple de Jacobi. 


(*) Au n° 77 nous avons étudié d’une manière générale les surfaces de révolu- 
tion applicables sur la sphère. 
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L’équation qu’il s’agit d’intégrer est ici 

«> «=rMs?(£)H (£)’> 

Ecrivons-la comme il suit 



nous reconnaîtrons immédiatement qu’elle admet une infinité de 
solutions qui sont la somme d’une fonction de u et d’une ionctiou 
de p. Pour de telles solutions, en effet, la valeur commune des 
deux membres de l’équation précédente ne peut dépendre ni de p 
ni de u et doit, par suite, se réduire à une constante, que nous 
désignerons par a. On trouve ainsi 


(a5) (£) 2=u?(u_ft): 

ce qui donne 



-Vï(«-V), 


( 26 ) 


0 = f Uiv/U — adu-t- J 


les radicaux y/U — a, \ja — V étant pris avec des signes quel- 
conques. 

Il suffira maintenant de prendre la dérivée de 9 par rapport a a 
et l’on sera conduit à l’équation générale des lignes géodésiques 


O7) 


r üi du _ rvj 
J \/{J — a J y a ■ 


ch 


Si l’on différentie cette équation, on obtient la relation 


08 ) 


U, du 


v/ü 


Vi dv 

s/ a ~ V 


qui peut être regardée comme une intégrale première de l’équation 
différentielle des lignes géodésiques. 

M. Liouville a moniré qu’on peut la transformer d’une manière 
élégante en introduisant l’angle c 0 que fait, en chaque point, lu 
ligne géodésique avec la courbe coordonnée de paramètre p. On 
a, en effet (n ü 499), 


ds cos 0 ) \j CJ — Y du : ds sino) V 1 /U’ZL V dv\ 
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ce qui permet de remplacer l’équation (28) parla suivante 
. . costo siiuo 

(29) ~:7f= = 

V U — « ya—\ 

En résolvant par rapport à la constante, on trouvera 

(30) a rzz U sin 2 w h- V cos*o>. 

Cette forme de l’intégrale première correspond à l’équation (p) 
de Clairaut; elle est très souvent employée. 


58 - 4 . On aurait pu obtenir les résultats précédents par l’emploi 
d’un élégant artifice de calcul. Reprenons l’expression de l’élément 
linéaire 

ds*~ (U — V)(UÏ du 2 -h Vf dv* j, 
qu’on peut mettre sous la forme 

ds*r* [(/ü^T^) 2 .|-(Va — V) 2 ][( Ih du)*-\-(y x dv)*\. 

On a ainsi le produit de deux sommes de carrés. En appliquant 
une formule bien connue, on peut transformer ce produit en une 
somme de cuivrés, ce qui dorme 

ds 2 ^ (U, s/ïf- a du - j** V t s/a -~~V rfp)*-r(Vi s/^T— a dv — du)\ 

lisons 

( Uj \/l\ — a du -i- Vi \/7T— V dv — c/0, 

(3i) ] Uj du _ V t ^ _ m 

[ \/ IJ — a s/ a — \ 

il viendra 


( 3 o,) ds* r - c/0*-f~ ( U - a){ a — V ) c/0?. 

Cette formule met immédiatement en évidence les lignes géodé- 
siques (0 { = const.) et leurs trajectoires orthogonales (0 = const.). 
On retrouve ainsi dans toute leur généralité les résultats précé- 
dents : l’équation de la ligne géodésique est 


(33) 


Ut du Vt dv 
vRj -a \/a~-V 


la différentielle de son arc est définie par la formule 
<33)' ds dO rs Ut v/ti — ■ a du -4- Vt s/ ct~ Vûfp - 

y U — a y a V 
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qui ramène le calcul de cet arc à celui de deux quadratures. Les 
deux équations précédentes nous donnent encore les relations 

Ut du Vi dv ds 

(34) 


qui 


feront connaître les valeurs de 


du dv 
ds ' ds 


585 . Parmi les surfaces dont l’élément linéaire est réductible à 
la forme (23), nous avons précédemment signalé le plan, la sphère 
tu, P . 4122] et les surfaces du second degré [ 1 , p. 107, ou II, 
p. 379]. Appliquons à ces surfaces la proposition générale que nous 
venons d’établir. 

Soit d’abord 


(35) 





dv* ] 

c 2 — v 2 J 


l’élément linéaire du plan, rapporté à des coordonnées elliptiques. 
En appliquant la formule ( 33 ), on voit que l’équation 


(36 j 


djx 

\AfJL 2 — C*j{ (J. 2 — OC) 


dv 

\/( v 2 — c 2 )(v 2 — a ) 


où a désigne une constante arbitraire, représentera une géodé- 
sique du plan, c’est-à-dire une ligne droite. 

Cette droite ne sera réelle que si la constante a est positive et 
l’on reconnaîtra aisément qu’elle est tangente à la conique homo- 
focale de paramètre y/a. Ainsi l'équation différentielle précé- 
dente) qui n'est autre que V équation d'Euler ? admet pour in- 
tégrale générale l'équation en coordonnées elliptiques d'une 
.droite tangente à la conique homofocale de paramètre y^a. 

Ce résultat est dû à Lagrange, qui l’a donné dans son étude 
sur le problème des deux centres fixes (*). 11 avait alors un grand 


0) Voir Mécanique analytique , , seconde Partie, Section VIT, Gliap. lit, n» 84. 
Pour être tout à fait exact, nous devons dire que Lagrange obtient un résultat 
un peu plus général et retrouve l’équation d’Euler dans le cas où les trois forces 
qu’il considère se réduisent à une seule émanant d’un centre fixe et proportion- 
nelle à la distance. 
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intérêt; car il constituait la première intégration de l’équation 
d’Euler obtenue en dehors des méthodes purement analytiques. 
Remarquons d’ailleurs que l’équation (33/ nous donnera ici 

(3-) ds = _ v2 d ' J 

J \/(ff 2 — c ‘)(H -’ 2 — a ) \A V ’ 2 — c â )(v 2 — aj 3 


et cette relation, qui fait connaître par des quadratures la longueur 
d’un segment de ligne droite, équivaut au théorème d’addition 
pour les intégrales elliptiques de seconde espèce. 

Le lecteur établira aisément des résultats analogues en détermi- 
nant les lignes géodésiques de la sphère au moyen de la forme que 
nous avons donnée [II, p. 4 ^ 2 ] 

, / dix * dv s \ 

ds^ = (COS 2 IX — cos av) ( ' 1 

1 \C 0 S 2 {Jl — COS 2 C C 0 S 2 C — COS 2 V J 


pour l’élément linéaire de cette surface rapportée à des coor- 
données elliptiques. 

Une seule différence mérite d’être signalée entre ce cas et le 
précédent : la formule relative à l’arc d'une ligne géodésique 
donnera, pour la sphère, le théorème d’addition des intégrales 
elliptiques de troisième espèce . 


586. Considérons maintenant une surface du second degré et 
choisissons, pour fixer les idées, un ellipsoïde à trois axes inégaux. 
Si l’on conserve toutes les notations déjà employées au n° 459 
[II, p. 296 ] et si [3 désigne le paramètre de cet ellipsoïde, l’é- 
quation de l’ellipsoïde sera 


(38) 


•v 2 y % z 2 
‘ h b ~ P "*■ C = p 


O, 


et l’élément linéaire de cette surface sera donné par la formule 


(3 9 ) 

/(p) ayant pour valeur 

<4o) /(p) =4(« — p)(& — p)(c— p). 

On déduit de là, par l’application des formules précédentes, que 
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l’équation générale d’une ligne géodésique sera 

(4l) i//(p)(p -«) d? ~ \/ XhHpi-*) dpl = °’ 

a désignant une constante arbitraire, et que l’arc de celte ligne 
aura pour différentielle 

<4 ” * ° p t/' /(/x7-*) * ~ df> - 

Ces résultats sont bien d’accord avec ceux que nous avons ob- 
tenus au n° 462. p, paramèti'e des hyperboloïcles à deux nappes, 
est compris entre a et b . On a donc 

Ap)>°, p — P> o. 

De même, le paramètre p< des hyperboloïdes à deux nappes, 
compris entre b et c , nous donne les inégalités 

/(pl)<°, pi — P>o. 

II faudra donc, pour que ds soit réel, que l’on ait 
p — «>o, pi — « < o; 

et, par suite, la constante a devra être comprise entre acte. Cette 
condition pouvait être prévue; a, nous l’avons vu aux n u * 461 et 
462, est le paramètre de la surface liomofocale à laquelle esL cir- 
conscrite la développable formée par les tangentes de la ligne 
géodésique. Comme une droite ne peut être tangente à deux 
ellipsoïdes homofocaux, il faut que a soit le paramètre d’un hv- 
perboloïde et, par suite, compris entre a et c. JDe là résulte une 
classification naturelle des lignes géodésiques de l’ellipsoïde, sui- 
vant que a sera inférieur, égal, ou supérieur à b. Si a est inférieur 
à è, la développable formée par les tangentes de la géodésique 
sera circonscrite à un hyperboloïde à une nappe. Si a est su- 
périeur à b, elle le sera à un hyperboloïde à deux nappes. Eiifin, 
dans le cas intermédiaire où a est égal à b, les tangentes die la 
géodésique iront toutes rencontrer la focale hyperbolique. On 
suit alors aisément le cours de la ligne géodésique, qui va 
passer par deux des quatre ombilics où cette focale rencontre 
l’ellipsoïde; et ces deux ombilics sont diamétralement opposés. 
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Ainsi toutes les lignes géodésiques qui passent par un ombilic 
vont passer par V ombilic diamétralement opposé . 

Si a est différent de è, on peut encore se rendre compte, soit 
par les équations, soit par la Géométrie, de la forme générale de 
la ligne géodésique. Supposons, pour fixer les idées, 

a < b. 


Alors on aura les limites suivantes pour p et pour p { 
b<p<a , c < p! < a. 

Lorsque p 4 devient égal à a, l’équation différentielle (40 nous 
donne 

dp i = o; 


par suite, la géodésique doit être tangente à la ligne de courbure de 
paramètre a. Cette ligne se compose de deux traits fermés dia- 
métralement opposés, décrits autour de deux ombilics comme une 
ellipse autour de ses foyers; et la ligne géodésique, placée dans la 
zone annulaire comprise entre ces deux courbes fermées, se diri- 
gera de l’une à l’autre en leur devenant successivement tangente. 
Si on la prolonge indéfiniment, elle ne se fermera pas, en général, 
et fera un nombre illimité de fois le tour de cette zone ellipsoïdale, 
dans laquelle elle est assujettie à demeurer. On peut établir ces 
résultats de la manièi'e la plus nette au moyen de l’artifice suivant. 

Écrivons les équations 


(43) p-pi _ V // yxpKp-«) rfp i/api P )cpi--“)^ P i ’ 


qui se déduisent des formules (4i) et (4a) et où l’on prendra les 
radicaux avec un signe déterminé : elles feront connaître le signe 
des différentielles dp et dpi lorsqu’on suppose ds positive, par 
exemple. Il est vrai que les signes des radicaux peuvent changer 
lorsque p ou p 4 atteignent les limites entre lesquelles ces para- 
mètres doivent varier. Pour éviter ces difficultés, posons 

($4) P = b cos 2 cp h- a sin 2 cp, 

(45) pi= c cos*^-H a sin 2 ^, 

ce qui permettra bien d'obtenir, pour des valeurs réelles de <p ou 
de toutes les valeurs de p et de p 4 comprises dans les limites 
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assignées plus haut. Les équations (43) prendront la forme 
(46) 

U ' /F(cp) v/Ft( + ) 

V / F(<p), y/f7($) étant des radicaux qui ne pourront plus s'annuler 
et conserveront toujours le signe initial. Il suit de là que dcp et dty 
ne changeront jamais de signe; et, par suite, <p, considérées 
comme fonctions de s, oscilleront d’une manière régulière entre 
les limites que nous leur avons assignées. Lorsque o variera, la 
ligne de courbure du paramètre p défini par l’équation (44) se 
déplacera en se déformant et tournera, toujours dans le même 
sens, autour de l’axe des s de l’ellipsoïde. Le point décrivant de 
la géodésique, qui oscille sur la portion de cette ligne comprise 
entre les deux points où elle coupe la ligne de courbure p< a, 
décrira un trait dont la forme générale sera bien celle que nous 
avons indiquée. 


587. Nous terminerons ce Chapitre en faisant connaître quel- 
ques propriétés générales qui appartiennent à toutes les surfaces 
dont l’élément linéaire est déterminé par la formule de Liouville 

(47) <fc* = ( U— V;(Uï 


les fonctions U, V, U { , V* conservant toute leur généralité. La 
première de ces propriétés a été signalée par M. Dim, dans un 
beau Mémoire sur lequel nous aurons l’occasion de revenir. Nous 
avons vu (n° 527) que, si l’on rapporte une surface à un système 
d’ellipses et d’hypei\boles géodésiques, l’élément linéaire est déter- 
miné par la formule suivante 


(48) 


C& 2 = 


du 1 


. n W 

sin 2 - 
2 


dv* 

cos 2 - 

2 


Ce système coordonné, qui est orthogonal, peut-il être iso- 
therme? Pour qu’il en soit ainsi, il faudra que l’on ait 


(49) U? sin 2 — = V* cos 2 — j 

a a 

U* et V* désignant des fonctions qui dépendent respectivement 
de u et de v . Cette équation détermine o> et nous donne pour 
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l’élément linéaire de la surface l’expression 

(50) + + 

qui rentre bien dans la forme (47), mais qui paraît, au premier 
abord, en être un cas très particulier. En réalité, les deux formules 
sont aussi générales l’une que l’autre; nous laisserons au lecteur 
le soin de l’établir. 

. Ainsi on peut caractériser l’élément linéaire (47) en disant 
que les courbes coordonnées forment un système isotherme 
d’ellipses et d’hyperboles géodésiques. C’est là le résultat de 
M. Dini. 

588. La seconde propriété est plus générale que la précédente, 
qu’elle comprend comme cas limite. On y est conduit en cher- 
chant s’il existe des surfaces pour lesquelles une famille de courbes 
puisse être considérée de deux manières différentes comme 
formée d’ellipses ou d’hyperboles géodésiques, c’est-à-dire définie 
de deux manières differentes par une équation de la forme 

(51) 0 <j = const., 

où 6 et o- sont les distances géodésiques à deux courbes fixes. 

Il est clair que, si cette propriété appartient à une famille de 
courbes, elle appartiendra aussi à Ja famille orthogonale qui est 
définie par la relation 

(5'i) 6 — ct = const., 

toutes les fois que la famille proposée l’est par l’équation (5i) 
[II, p. 417]- La question proposée peut donc se ramener à la 
suivante : Existe-t-il un système orthogonal qui puisse être 
regardé de deux manières différentes comme formé d’ellipses 
et d’ hyperboles géodésiques? 

Soit 

(53) 

l’expression de l’élément linéaire qui convient à ce système ortho- 
gonal. Par hypothèse, les équations des deux familles de courbes 
coordonnées sont les suivantes 

0 4- ct = const., 0 — ct ss const., 

D. - III. a 
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0 et cr étant les distances géodésiques d’un point de la surface à 
deux courbes fixes; il faudra donc que l’on ait 

F(0 -4- or) == U , Fj(ô — cr) ^ P. 

On déduit de là, en résolvant par rapport à 9 et <r, 

(54) 6 = or = <p(w; — ^(P). 

Mais 9 et <7, étant des distances géodésiques, doivent satisfaire 
à l’équation aux dérivées partielles caractéristique 

(55) *<p = i. 

En exprimant qu’il en est ainsi et que cette équation admet les 
deux solutions 9, a-, on est conduit à Tunique relation 


( 56 ) 

où Ton a 


U V _ 
A* G* ~ 


(5 7 ) ü«cp'*(a), V = iJ/*(p;; 

et, réciproquement, toutes les fois que À et G sont liés pur une 
équation de la forme (56), les courbes coordonnées sont des co- 
niques géodésiques, lieux des points tels que la somme ou la dif- 
férence de leurs distances géodésiques aux deux courbes de base 


( 58 ) 


J \ /Ü du J /V dv ™ o, 
j* \/\J du — J ' < /V dv ~~ o 


soit constante sur chacune d’elles. Pour que ces courbes coor- 
données puissent, de deux manières différentes, être regardées 
comme des coniques géodésiques, il sera donc nécessaire et suffi- 
sant que A et C vérifient deux relations distinctes 

U V _ U, Vt_ 

A 2 C 2 ~ A 2 ’ +_ G 2 


de môme forme que l’équation (56). 

Ces équations peuvent être résolues par rapport à A et à C; 
mais, avant de faire ce calcul, nous remarquerons qu’on peut les 
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combiner linéairement et en déduire l’équation nouvelle 

XUh-(i — X>Ui , XV h- (i — X)Vt 

A2 + C* ~ 1 ’ 

» 

qui sera de même forme qu’elles, pourvu quel soit une constante, 
d’ailleurs quelconque. Ainsi nous pouvons déjà énoncer le théo- 
rème suivant : 


Lorsqu’un système orthogonal peut être considéré de deux 
manières distinctes comme formé de coniques gèodésiques, il y 
a une infinité de manières différentes de lui consêrver cette 
propriété . 

Si l’on calcule maintenant les valeurs de A et de G pour les 
porter dans l’élément linéaire, on obtient un résullatque l’on peut 
écrire comme il suit 


**= (tr-V, ■+• vr~v ) k u — u ! ) -F- r v i — v ) rfp 2 j . 


C’est bien Jà la forme générale étudiée par M, Liouville. 

Réciproquement, reprenons celte forme générale (47)- Si nous 
prenons les deux solutions déjà déterminées 


($ 9 ) 


~j Ui f U • — a du s/ a — V dp, 

-J U! v/O - a du — yVi */ « = V do 


de l’équation aux dérivées partielles (55 ), les eoui'bes coordonnées 
seront définies par les équations 

0 a r =3 const., 0 — or = const.; 


et, par suite, elles pourront être regardées d’une infinité de ma- 
nières comme des coniques géodésiques. 


589. La proposition que nous venons d’établir offre le plus 
grand intérêt : elle fait connaître la véritable origine des théorèmes 
de Graves et de M. Chasles sur les arcs de coniques à différence 
rectifiable et elle permet d’étendre ces théorèmes à toutes les sur- 
faces dont l’élément linéaire est donné par la formule de M. Liou- 
ville. 



20 


LIVRE VI. — CHAPITRE I. 


Pour mettre cette analogie en évidence, remarquons que, si l’on 
attribue à la constante a une valeur déterminée dans les formules 
(5g), les géodésiques normales aux courbes parallèles 

0 — const. ou ct z± const. 


sont définies par l’équation 


(6 o) 


Ui du 

Vïf^a 


V t dv 

v /^tzv 


o, 


obtenue en différentiant par rapport à a la valeur de Q ou de c 
(n° 832). Il passe deux de ces lignes par chaque point de la sur- 
face et elles y font des angles égaux avec les deux courbes coor- 
données. On peut définir géométriquement cette famille de géodé- 
siques de la manière suivante : 

Supposons d’abord que la constante a ait été choisie de telle 
manière que l’une des deux équations 
( 6 i) U — a = o, V — a ~ o. 


la première par exemple, admette une ou plusieurs racines réelles. 
Soit u 0 une de ces racines; pour a = u 0 , l’équation différentielle 
donne 

du = o; 


et, par suite, les géodésiques qui correspondent à la valeur con- 
sidérée de a sont toutes tangentes à la courbe coordonnée de para- 
mètre u 0 . Cette propriété géométrique suffira évidemment à dé- 
finir l’ensemble de toutes ces géodésiques. 

Pour certaines surfaces, telles que l’ellipsoVde ou le plan, l’une 1 
des équations (6i) admettra toujours une solution réelle; et toutes 
les familles réelles définies par l’équation (6o) seront alors com- 
posées de géodésiques tangentes à une des courbes coordonnées. 
Mais il existe d’autres suidaces pour lesquelles les valeurs de la 
constante a peuvent être choisies de telle manière qu’aucune des 
équations (6i) n’admette de solution réelle. Envisageons, par 
exemple, la formule particulière suivante 

( 62 ) ds*^{ u* -h _ h ) ( du* -h dv * ) ; 

l’équation des lignes géodésiques sera ici 
du dv 
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eL, pour toutes les valeurs de a positives et inférieures à A 2 , il n’y 
aura aucune valeur réelle de u ou de v annulant un des dénomi- 
nateurs. Les lignes géodésiques correspondantes seront réelles, 
mais elles ne seront tangentes à aucune courbe coordonnée. Nous 
ramènerons ce cas au précédent en convenant de regarder les 
géodésiques comme tangentes à une courbe coordonnée imagi- 
naire. En adoptant cette convention, on peut énoncer le résultat 
suivant. 


Les courbes parallèles definies par les équations 

l 0 r= Ç U* /U — a du — V dv — const., 

<«) r r 

I <j = l Ui/U — a du — / a — V dv = const. 


sont les développantes de celle des courbes coordonnées dont le 
paramètre satisfait à la relation 

( U — a)(V — ci) = o, 

et la proposition que nous avons établie plus haut peut s’é- 
noncer comme il suit : 


Les courbes coordonnées peuvent être regardées comme des 
coniques géodésiques lorsqu on prend pour courbes de bases 
deux développantes (C), (G') de V une quelconque d'entre elles . 

Pour faire dériver de cette remarque le théorème de Graves et 
de M. Chasles, il suffit de la combiner avec les propriétés des dér 
veloppées. Considérons, par exemple, les géodésiques tangentes à 
une des courbes coordonnées ( u 0 ) (fl g- 38) et soient (C), (C') 
deux développantes de cette courbe, la coupant k angle droit en R 
et en R'. Soient PQ, P'Q' deux géodésiques se coupant en M. 
D’après la proposition précédente, la somme 

MQ-i-JVIQ' 

demeurera constante lorsqu’on se déplacera sur une des deux 
courbes coordonnées qui passent en M. Or on a, d’après les pro- 
priétés des développées, 


PH = MP h- MQ, P'R' = MP'-t- MQ' 
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et, par suite, 

MQ h- MQ' = PR + PR'- MP — MP' = RR' — (MP -i- MP'— PP';. 

On voit donc que la somme 

MP h- MP'— PP' 

demeurera constante lorsqu’on se déplacera sur l’une des courbes 
coordonnées qui passent au point M, sur celle qui se Irouve dans 
l’angle QMR. On démontrerait cle la même manière les autres re- 
lations, analogues au théorème de Graves, qui se rapportent à 
des dispositions différentes de la figure. 


Fig. 38. 



Nous n’insisterons pas davantage sur ces relations géométriques 
et nous indiquerons, en terminant, une autre généralisation, qui 
se rattache directement aux propositions de M. Chasles relatives 
aux polygones inscrits ou circonscrits à dos coniques homolbeulcs. 

Considérons un polygone variable dont tous les cotés sont 
des lignes géodésiques tangentes à une même courbe coor- 
donnée et dont tous les sommets moins un décrivent des courbes 
coordonnées . Le dernier sommet de ce polygone décrira aussi 
une des courbes coordonnées et il en sera de même des points 
d'intersection de deux côtés quelconques de ce polygone . 
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CHAPITRE IL 

intégrales homogènes ou premier et ou second degré. 


Méthodes régulières pour la détermination des géodésiques. — L’équation diffé- 
rentielle du second ordre des géodésiques remplacée par un système canonique. 

— Usage que l’on peut faire d’une ou de deux intégrales de ce système. - 
Intégrales homogènes. — Intégrale du premier degré : elle caractérise les sur- 
faces applicables sur les surfaces de révolution. — Intégrale du second degré. 

— Il y a deux formes distinctes de l’élément linéaire pour lesquelles on trouve 
une intégrale du second degré. Pour la première et la plus importante, l’élé- 
ment linéaire est réductible à la forme de M. Liouvillc. — Détermination de 
tous les cas dans lesquels il y a à la fois une intégrale du premier et une inté- 
grale du second degré. 


590. JL’arlîiice que nous avons employé dans le Chapitre pré- 
cédent et qui nous a fait connaître les lignes géodésiques pour la 
forme spéciale de L’élément linéaire considérée par M. Liou ville a 
permis à Jacobi de donner une solution élégante des problèmes les 
plus importants de la Dynamique du point matériel; mais il semble 
difficile de l’étendre ou de le généraliser. Il faut donc revenir à la 
théorie générale et indiquer les méthodes régulières qui permettent 
de déterminer une solution, contenant une constante arbitraire, de 
l’équation 

(1) AO » i. 

Etant donnée une équation aux dérivées partielles 

(2) /O, q) - o, 

la recherche d’une intégrale complète de cette équation se ramène, 
comme on sait, à la détermination d’une fonction ç(w, p, /?, q) 
telle que l’équation (a) et la suivante 

(3) Vj Pi q) = G, 

où C désigne une constante arbitraire, soient compatibles, c’est- 
à-dire qu’elles fournissent des valeurs de p et de q satisfaisant à la 
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condition 

dp àq 

■f — a = 0 

dv du 


pour toutes les valeurs de C. D’après cela, si l’on calcule, au moyen 
des équations (a) et (3), les valeurs des deux dérivées qui entrent 
dans la relation précédente, on trouvera la condition 


( 4 ) 


_ df c)y ùf écp 
^ dp du 


df dcp 
dv dq 


df écp 
ùq dv 


qui ne contient plus C et devra avoir lieu, par conséquent, pour 
toutes les valeurs de a , r, /?, q qui satisfont uniquement a l’équa- 
tion (a). 

Dans le cas spécial qui nous occupe, nous sommes donc conduits 
à déterminer une fonction o satisfaisant à l’équation linéaire 

(5) (A, cp k ) o, 

pour tous les systèmes de valeurs de a , r, p, q liées par l’équa- 
tion (i). 

L’intégration complèle de cette équation linéaire (i>) se ramène, 
comme on sait, à celle du système suivant d’équations différen- 
tielles 

/£\ du __ dv ___ — dp — dq 

^ ^ ~ ^A ’ t^A" ’ 

dq Ou Ov 


qui définit ce que l’on appelle les caractéristiques de l’équation 
aux dérivées partielles (i). 

Ce système admet évidemment une première intégrale, A, dont 
la valeur constante doit ici être prise égale à i. Si l’on en connaît 
une autre intégrale cp, on pourra achever la solution du problème 
et déterminer par de simples quadratures les géodésiques de la 
surface. Mais il est nécessaire de donner quelques développements 
sur ce point essentiel. 

Si l’on combine l’une des équations (G) 


du __ dv 
"Sa c>a 

dp dq 


( 7 ) 
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avec l’équation de condition 

A = i, 

on en déduira les valeurs suivantes de p et de q 


du — dv 
h d- s " hF *’ 


9 ds 


a5 


et il suffira de porter ces valeurs dans une autre des équations ( 6 ), 
par exemple dans la suivante 

dv _ - - dp 
~à£ ~ 
ôq du 


pour en déduire une équation du second ordre entre u et v. Cette 
équation du second ordre , qui tient lieu du système ( 6 ), sera 
précisément celle des lignes géode siques . 11 est aisé de le vérifier 
presque immédiatement par le calcul direct; mais on peut aussi le 
reconnaître par un l'aisonnement a priori . 

En effet, si, dans le système ( 6 ), on remplace p et q par les dé- 
rivées partielles d’une solution quelconque de l’équation aux dé- 
rivées partielles (i), on sait, d’après les propriétés générales des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre, que ce système 
se réduira à la seule équation ( 7 ). Or cette équation définit, on le vé- 
rifie aisément, les trajectoires orthogonales des courbes 9 = const.. 
et ces trajectoires sont, comme on l’a vu, des lignes géodésiques. 

Au reste, on arrive à la meme conclusion si l’on traite le pro- 
blème des lignes géodésiques comme une question de Mécanique. 
En employant la méthode et les variables d’Hamilton [II, p. 481 ], 
on est conduit, pour définir la ligne géodésique, à un système ca- 
nonique qui donne immédiatement les équations (6). 

Ainsi, on peut considérer le système ( 6 ) comme tenant lieu de 
l’équation différentielle du second ordre des lignes géodésiques 
pourvu que l’on y regarde p et q comme des inconnues auxiliaires, 

du 

qui sont d’ailleurs définies en fonction de u , <>, ^ par les for- 
mules ( 8 ). Ce point étant établi, examinons les différents cas qui 
peuvent se présenter. 


591. Supposons d’abord que l’on connaisse deux intégrales 
distinctes o et 6 du système ( 6 ). 
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L’élimination de p et de q entre les équations 
cp = C, <!> = A = 1 

donnera l’équation en termes finis, contenant les deux constantes 
arbitraires G, G', des lignes géodésiques. Gela résulte immédiate- 
ment de ce que les trois relations précédentes donnent trois inté- 
grales du système (6). 

Si l’on a déterminé une seule intégrale <p, on pourra achever de 
deux manières différentes la solution du problème proposé. Ou 
bien on déterminera p et q par les équations 

A r= i, cp =s G, 

et l’on effectuera ensuite la quadrature 

0 == J* ( p du q ch' ) ; 

les lignes géodésiques seront alors définies par l’équation 

<>0 _ r# 

() G ~ G ’ 


ou G désignera une seconde constante. Ou bien on remplacera 
dans l’équation 

cp^O 


p et q par leurs expressions (8) en ce qui donnera une in- 

tégrale première de l’équation des lignes géodésiques, dont on dé- 
terminera ensuite un facteur en appliquant le théorème de Jacobi 
[II, p. 43i] ; 

On ne sait pas intégrer d’une manière générale l'équation li- 
néaire (5). Mais on a obtenu des résultats du plus haut intérêt en 
se donnant a priori certaines formes générales de l’intégrale f 
que l’on suppose connue, et en se proposant de déterminer l’élé- 
ment linéaire par la condition que ces formes puissent conduire 
à une solution complète du problème proposé. 

Remarquons d’abord qu’en faisant usage de l’équation (i) on 
pourra toujours rendre la fonction cp homogène par rapport aux 
deux variables p et q . Cette transformation est très avantageuse; 
car alors l’équation de condition (5) aura également son premier 
membre homogène par rapport aux mêmes variables. Cette équa- 
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tion sera ainsi réduite à ne contenir que les trois variables u , r, 

qui peuvent être regardées comme indépendantes; et, par suite, 
elle devra avoir lieu identiquement . 

Ainsi nous sommes ramenés à la détermination des intégrales 
homogènes par rapport à p et à q qui satisfont identiquement à 
l’équation (5). Il est utile de remarquer que les intégrales de cette 
nature conservent leur homogénéité et leur degré quand on effectue 
un changement quelconque de coordonnées. 

592. Nous commencerons par les intégrales algébriques et en- 
tières ('), et nous étudierons en premier lieu le cas où la fonction cp 
est du premier degré. Supposons que la surface ait été rapportée 
à des coordonnées symétriques. Alors l’élément linéaire sera défini 
par la formule 

ds 2 = 4 ^ dx dy. 

L’équation ( 1 ) deviendra ici 


et l’on aura 

(10) cp = ap~\~bq, 

a et b étant des fonctions inconnues de x et dey. La condition (5) 
nous donnera 

q ( ùa ôb\ p f <)a ôb \ apq à\ bpq à\ 

X v dx 1 ^ bx) ' X y rfy 1 ^ à y) 1 X 2 ùx X 2 dy ~~ °* 


(’) Le Jccieur reconnaîtra aisément que toute intégrale algébrique et entière, 
non homogène, conduit à deux intégrales distinctes que l’on obtient en séparant 
les termes de degré pair par rapport à p et à q des termes de degré impair. 
Chacune de ces deux intégrales donnera ensuite, par l’emploi de l’équation 
AO = 1, une intégrale rationnelle et homogène du même degré. 

Bans une Note Sur les intégrales algébriques des problèmes de Dynamique 
insérée, en i 8 S(>, au tome GI 1 I des Comptes rendus, M. G. Kœnigs a montré 
que, s’il existe des intégrales algébriques quelconques, il y aura nécessairement 
des intégrales rationnelles, entières ou fractionnaires. L’étude des cas où il y a 
des intégrales algébriques irrationnelles se ramène donc à celle des questions 
que nous allons examiner dans le texte. 
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et, pour qu’elle soit identiquement vérifiée, il faudra que l’on ait 

db à a èiaX} d(bX) 

dx = dy = °’ àx~ dy ~ 


ou encore 

(u) b=z Y, a = X, 


dOX) dJlY) 
àx ày 


X et Y dépendant respectivement des seules vai'iables x et y. 

Or la forme de l’élément linéaire subsiste quand on y effectue 
une substitution 

x = (ç(xi), y — ty(y 0- 

On reconnaîtra aisément qu’en effectuant ce changement on peut 
toujours ramener les fonctions X, Y à avoir l’une des valeurs 
constantes o ou 1. 

On n’a donc que les deux hypothèses suivantes à examiner : 

i° a — b ~ 1, 

2 0 a = 0, b = 1 . 


La première nous donne 

_ d\ _ 
dx <)y ~~ 

ou, en intégrant, 

(12) y). 

L’élément linéaire prend la forme 
( 1 3 ) cls* = 4 /( x — y) dx dy . 


La seconde hypothèse donne 

ô\ 


\ ^Mx). 


L’élément linéaire correspondant 

uk 2 = 4/i (x) dx dy 

se ramène à celui d’une surface développable par substitution à x 
de la variable 


^i=4 


\J fi(x)dx. 
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On peut donc laisser de côté cette seconde forme de l’élément 
inéaire, qui devient un cas particulier de la première (i3). 

Quant à celle-ci, on démontre aisément qu’elle caractérise les 
iiirfaces applicables sur une surface de révolution. Posons, en effet, 

u -a- iv — u h— iv 

— ; 

die prendra la forme 

i4) d$*~ ?(«) = — /(«0> 

;e qui établit le résultat annoncé. Nous pouvons donc énoncer 
e théorème suivant, qui est dû à M. Massieu (*). 

Les surfaces de révolution et celles qui résultent de leur dé- 
formation sont les seules pour lesquelles V équation différen- 
tielle des lignes géodésiques admette une intégrale première 

,, , . x 7 x du (h 

linéaire et homogène en ^ • 

Quand l’élément linéaire est écrit sous la forme (i 4 ), l'équation 
devient 

(ï 5 ) p«-~\-q*^ cp(u); 

l’intégrale linéaire est alors 

(16) q - G. 


(') Màssïku (F.), Sur les intégrales algébriques des problèmes de Méca- 
nique. Thèse présentée il la Faculté des Sciences de Paris; Paris, 1861. Dans ce 
travail, l’auteur s’occupe d’une manière générale des problèmes de Mécanique 
dans lesquels il y a une l’onction des foi'ccs; et, suivant la voie ouverte par M. J. 
Bertrand dans un beau Mémoire inséré en i 85 j au Journal de Liouville, il re- 
cherche les intégrales algébriques par rapport aux vitesses. 

M. Massieu, après avoir présenté quelques résultats sur la question envisagée 
dans toute sa généralité, étudie plus spécialement le mouvement d’un point sur 
une surface et il définit tous les cas dans lesquels il y a une intégrale du premier 
ou du second degré par rapport aux vitesses. Il suffit de supposer nulle la fonc- 
tion des forces pour que ces résultats deviennent immédiatement applicables 
au problème des lignes géodésiques. On pourra consulter aussi le Mémoire de 
Bour Sur l’intégration des équations différentielles partielles du premier et 
du second ordre ( Journal de V École Polytechnique) XXXIX e Cahier, p. 149; 
1862), où les résultats de JVI. Massieu sc trouvent rappelés. De Chapitre V de ce 
Mémoire contient une étude sur l’intégration de l'équation générale des lignes 
géodésiques que nous aurons à citer plus loin. 
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On a 

^ pz=z /cp(MJ — G 2 , q = G, 

| Ô = Gp-h -J\ — G* du, 

et l’on retrouve ainsi, avec de légers changements de notation, le 
résultat fourni par la première méthode (n° 580). 


593. Nous allons maintenant étudier de la même manière le cas 
où il y a une intégrale <p du second degré par rapport à p et à q. 
Posons 

<p,= «^2 2 bpq -h e# 2 . 


La condition (5) nous donnera ici 


(18) 


/ „ àa 

db , de \ 

q 

/ ,0a 

01) 

.» 0c\ 

(p*â ï 

^^Tx+^Tx) 

1 ^ 

\r*y 


,J ~ <■>/) 


*P<1 

X 2 


à\ . 7,pq ()A , 


• ) 


O. 


Égalons à zéro les coefficients des diverses puissances de p et de 
q . Nous aurons d’abord, en prenant les coefficients dey 3 et de />*, 
les deux équations 

Oc __ 0a _ 

Tr ~ ùv ~ 

qui nous donnent 

a=r-f(x), 


En raisonnant comme dans le cas précédent, on verra que, si 
l’on a choisi convenablement les coordonnées ,r, r, on peut tou- 
jours supposer, soit 


Commençons par examiner la première hypothèse. En prenant 
les coefficients de pq~ et de p' x q dans l’équation de condition ('i8h 
on sera conduit aux deux relations 


à(b\) 01 ù(h\) ol 

-W*-ûï~°' ~ù~ dl- ~ 
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ui s’intégrent aisément et donnent 

^ f(se H-r > —y\ 

b\ =/i(a?— y) — 

et fi désignant deux fonctions arbitraires. 

On aura donc pour l’élément linéaire l’expression 

19) 4 [f(v + y) y)] dxdy, 

t l’intégrale <p deviendra 

20 ) 7 ) J = c. 


Le changement de notations défini par les formules 

.r =- m H~ ï\\ 7 — — ïp 

amène l’élément linéaire à la forme de M. Liouvillc et montre 
ussi que la solution 0 dont les dérivées sont déGnies par l’équa- 
ion précédente jointe à l’équation ( 9 ) est précisément celle que 
tous avons employée an n u 583. 

Ainsi les surfaces dont l’élément linéaire est réductible à la forme 
le M. Liouvillc constituent une première classe pour laquelle le 
iroblème des lignes géodésiques admet une intégrale homogène 
it du second degré par rapport a p et à q ( 4 ). 


594. Examinons maintenant l’hypothèse 
a - ~ 1 , c &= o. 

En opérant comme précédemment, on trouvera les conditions 


jui donnent 


ù( b\) àl 

r H- -r- = O, 

ùy ùx 


ù[bl) 

djc 


= 0 , 


(Pl 

àx* " °’ 


l^xY’-\-Y u bl^-~ Y, 


(‘) Voir les Mémoires déjà cités de liour et de M. Massieu. Il convient de re- 
marquer <ïuc M. Massieu a négligé la seconde hypothèse (a-: 1, c~o) que 
mous allons étudier. 
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Y, Y 4 désignant deux fonctions arbitraires de y. L’élément li- 
néaire aura donc pour expression ( 1 ) 

(21) ds*= 4 (a?Y'-i-Yi) dxdy, 

et l’intégrale du second degré sera 

Y 

(22) = aG. 


On tire de là 

P- 

et, par suite, 

( 23) 6 


2Y-H2C, 


_ jpY^hYi . 

q /•IY:,-Tg ’ 


X 



1 


Tel est le second cas dans lequel il y a une intégrale du second 
degré. Mais il convient de remarquer que la surface correspondante 
est, en général, imaginaire. 

On peut, en effet, supposer ici que les coordonnées symétriques 
x et y sont imaginaires conjuguées. Pour que rélément linéaire 
soit réel, il faut qu’il ne change pas quand on y remplace toutes les 
imaginaires par leurs conjuguées. Si donc Y 0 , YJ désignent les 
fonctions imaginaires conjuguées de Y, Y 0 il faudra que Ton ait 

Yi = /X' (> h- XJ. 

Il suit de là que le premier membre doit être bilinéaire par 
rapport à x et ky. On a donc 

X =a axy h- bx -r b {) y -i- /?, 

et la condition qu’il s’agit de vérifier exige que a , h soient réels et 
b , 6 0 imaginaires conjugués. Des transformations simples permet- 
tent de ramener la valeur de \ aux deux types suivants 

X x +y, 

X = a 2 (xy~hi), 


p) Cette expression de rélément s'est présentée à M. Lie dans l’étude (l’un pro- 
blème résolu par M. Dini et sur lequel nous reviendrons au Chapitre suivant. 
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a étant une constante réelle. Les éléments linéaires correspondants 

(24) ch- — 40 * - 4 -y)dxdy, 

( a5) ds 2 = 4 a*(xy -4- i ) dx dy 

appartiennent l’un et Vautre à des surfaces applicables sur des sur- 
faces de révolution. On le reconnaît immédiatement en effectuant 
dans la première formule la substitution 

x = u -i- tV, y — u — iV, 

et, dans la seconde, la substitution 

x = ue iv , y ss ue— iv . 

Remarquons-le, d’ailleurs, alors meme que l’élément linéaire 
défini par la formule (ai) appartient à une surface réelle, la valeur 
correspondante (a 3 ) de la solution 9 demeure imaginaire, comme 
on s’en assure aisément en y substituant les valeurs de Y et de Y f 
qui correspondent aux deux formes ( 2 { ) et (20). 

595 . Les recherches précédentes conduisent aisément au ré- 
sultat suivant : 

L'élément linéaire (V une surface étant mis sous la forme la 
plus générale 

( 26 ) ds 2 = E du 2 H- 2 F du dv -h G 

soit 

(27) AO = r/? 2 -h \fpq -H = 1 

V équation aux dérivées partielles dont dépend la détermina- 
tion des lignes géodésie/ lies . £ 7 / existe une intégrale du second 
degré 

(28) = G, 

il pourra se présenter deux cas distincts . 

Lorsque les premiers membres des équations (27) (28) 

r? 7 w£ 7?^ de facteur linéaire commun de la forme a p 4- [ây, 
V élément linéaire de la surface est réductible à la forme de 
Liouville 


D. — III. 




3 
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et les fonctions U l7 Vi sont, à des facteurs constants près , les 
racines de V équation du second degré en k 

(29) (/'- V)*-(e'-keKg'-/<ér) = o, 

que Von obtient en expi'imant que la combinaison linéaire 

(d — ke)p*- s r 2 (f r — kf)pq -+- (g*— kg)q 2 

des premiers membres des équations (27) et (28) est un carré 
parfait . 

On pourra donc, sans aucune intégration, ramener Vêlé - 
ment linéaire à son expression réduite . 7 / suffira de choisir 
pour variables indépendantes des fonctions quelconques des 
deux racines de V équation (29) (* ), 

Si les premiers membres des équations (27) et (28) ont un fac- 
teur commun , Vêlement, linéaire est réductible à la forme (21). 

Il est aisé de vérifier tous ces résultats avec les variables indé- 
pendantes que nous avons choisies; et comme ils sont, par leur 
nature même, indépendants du choix de ces variables, ils sont 
ainsi établis dans toute leur généralité. 

Si l’on a pu obtenir deux intégrales distinctes du second degré 

dp* -H a , fpq -h p'q-, dp* 4- %f" pq -H g" q*, 

il est clair qu’on pourra les combiner linéairement et en déduire 
la nouvelle intégrale 

(«'-+■ ke")p*-h a (/'H- lf)pq -H (g r - f- kg")q*, 

k désignant une constante quelconque. A chaque valeur de k 
correspondra une réduction déterminée de l’élément linéaire à la 
forme de M. Liouville. Ainsi : 

Lorsque Vêlement linéaire d'une surface est réductible de 
deux manières distinctes à la forme de M \ Liouville , il est ré- 
ductible à cette forme d'une infinité de manières différentes- 



0) Cette conclusion serait toutefois en défaut si l’une des racines se réduisait 
à une constante; dans ce cas, l’une des fonctions U„ V t se réduirait à une con- 
stante et la surface correspondante serait applicable sur une surface de révolu- 
tion. 
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Ainsi se trouve expliqué le résultat que nous avions indiqué au 
n° 413 et sur lequel nous devions revenir. Nous avions, au n° 417, 
proposé de rechercher les surfaces dont l’élément linéaire est ré- 
ductible de deux manières différentes à la forme de Liouville. 

On voit que cette question peut être considérée comme identique 
à la suivante : Rechercher toutes les surfaces , ou plutôt tous les 
éléments linéaires , pour lesquels le problème des lignes géodé- 
siques admet deux intégrales distinctes du second degré ( < ). 
Dans le Mémoire que nous avons déjà cité [II, p. 218 ] M. Lie a 
fait connaître un certain nombre de solutions de cette question 
auxquelles on pourra ajouter celle que nous avons déjà donnée au 
n° 417. Nous nous contenterons de rechercher ici toutes les formes 
de l’élément linéaire pour lesquelles le problème des lignes géodé- 
siques admet deux intégï'ales, Tune du premier, l’autre du second 
degré. 


596. Toutes les fois qu’il y a une intégrale du premier degré, la 
surface est applicable sur une surface de révolution. On peut donc 
écrire son élément linéaire sous la forme 


ds 2 — du 1 h~ F (u) dv 2 . 

L’équation aux dérivées partielles à intégrer deviendra ici 

(3o) pfe = '• 

L’intégrale du premier degré sera 

<7 = C, 

et il y a à exprimer qu’il existe une intégrale du second degré 

cp = apï-hifpq ■+■ gq*, 

distincte du carré q 2 de l’intégrale linéaire. Pour la commodité 
des calculs qui suivront, posons 


(30 


F{u) 


: U". 


( 1 ) Dans ce cas, il suffit d’appliquer les méthodes du n° 591 pour reconnaître 
que l’équation en termes finis des lignes géodésiques sera du second degré par 
rapport aux deux constantes arbitraires. 
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L’équation de condition 


nous donnera alors 


(A, cp) = o 


/ de df dg \ 

*P\P*Tu+*dü pq + dü q 'J 

■+■ 2 q U* ( H- 2 pq -+• d £ <? s ) - ( ■ a ■ ep ■+■ -ifq )q* U'" = o. 


En égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de q, 
on obtient le système 


( 32 ) 


de 

Ou 


= o, 


X 

' Ou 


■U" 


de 

dv 


’ à -£ 

du dv 


■ o, 

- e U" 1 


aU'^-a /ü"'=<>, 


que l’on peut intégrer sans difficulté en suivant l’ordre des équa- 
tions. On trouve ainsi 

( e = y, 

j S' = VU"-V' 1 U'+V"^ +V 2I 

V, V 4 , V 2 désignant des fonctions ai'bitraires de En portant les 
valeurs de /et de g dans la dernière équation ( 32 ), on est conduit 
à la relation 

(33) V'(aU'*-t-U'XH-4- V*U'*ir— V t U'" — a VJ U' U" -h aV;U" = o, 

qui doit avoir lieu identiquement. 

Si l’on donne à v une valeur numérique quelconque, on ob- 
tiendra une relation de la forme 

(34) ai a U" 2 -*- U' U'") h- 6 U' 2 U" -h cU'"-t- dU'U"-h eU" = o, 

où a , è, c, d , e seront des constantes, et qui sera une équation dilfé- 
rentielle propre à déterminer XJ. On verra aisément que la fonction 
U ne peut, si l’on écarte un cas tout à fait exceptionnel qui con- 
duirait aux surfaces à courbure constante, satisfaire à une autre 
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équation de même forme où les constantes a, 6, c, rf, e prendraient 
d’autres valeurs. Il faudra donc que, pour chaque valeur particu- 
lière donnée à p, l’équation (33) soit identique à la précédente. On 
devra donc avoir, pour toute valeur de p, 

a " b “ c cl ~ e ’ 


et ces équations serviront à déterminer les fonctions V, V*, V 2 . 

Comme la dérivée U" figure seule dans l’expi*ession de l’élément 
linéaire, on pourra toujours ajouter une constante à U' et disposer 
de cette constante de manière à annuler le coefficient c dans l’équa- 
tion (34); alors les relations (33) nous donneront 

Yi = 0 

et, par suite, 

V'1 = <r/ = o. 


Ainsi on peut toujours, sans diminuer la généralité, introduire 
l’hypothèse 


c d — o. 


L’équation (34) devient alors 


( 36 ) a( 2 Ü" 2 + U' U'") 4 - b U' 2 U"-+- e U'" o. 

Posons 

h v 

(37) - = — 4 m, - = — 4 n. 


Alors les équations (35) qui déterminent V et V 2 prendront la 
forme 


(38) 


V' = 


y w 

— 4 m 


v; 

— 2 n ’ 


et, en intégrant une première fois, on pourra les remplacer par les 
suivantes 


(3 9 ) V"-i- 4/ttV = o, V 2 = -a/iV. 

On s’assure aisément qu’il est permis, toutes les fois que m n’est 
pas nul, de négligerles constantes introduites par les intégrations; 
les conserver, ce serait ajouter à l’intégrale cherchée une fonction 

où A et B désignent deux constantes, et qui peut être négligée. 
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L’équation en U deviendra maintenant 

2 U" 2 -+- U # U ff/ = 4 m U' 2 U" h- 4 n U". 


En multipliant par U' et intégrant les deux membres, nous 
trouvons 


(4°) 


U ' 2 U' = m U'* -h 2 /i U'* 4- m', 


m! désignant une nouvelle constante. Remplaçons 1/ par nous 
aurons du et, par suite, 


(40 


u= f\ 


U' 2 rfU' 


wU'*+ 2 tiU' 2 h- ; 


Il suffit de joindre cette équation à la précédente pour obtenir 
l’expression de U" en fonction de u. 

L’intégrale cherchée du second degré sera 

y pi— XJ'y'pq -H (vU'-H V" ~ -H V s ) qK 

ou, en remplaçant V l/ et V 2 par leurs valeurs, 

(42) Vp*- TJ'Ypq -h (VU"-— 2 /nVU' 2 — 2 n\)q*, 
la fonction V étant une solution de l’équation 

(43) V" = — 4 m V. 

Mais ici se présente un résultat tout à fait inattendu. En prenant 
successivement 

V s=s e %vS t~ l et V = 

on obtient non plus une, mais deux intégrales du second degré 

(44) 

(45) y a ] . 
auxquelles on peut joindre le carré 


<7* 

de l’intégrale linéaire. Il y a donc ici trois intégrales distinctes 
du second degré . 

L’équation des lignes géodésiques se déterminera aisément; il 
suffira d’appliquer ici les remarques du n° 591. Le système (6) 



NTÉGRALES DU PREMIER ET DU SECOND DEGRÉ. 


39 


admet les quatre intégrales 

?= s/C, 

/>*+U r y*=i, 

[O» - v/=^U'g) 2 + ~ g*] = G', 

e _ 2( ,^ ^ U 'S') 2 + — g»] = C", 

qui sont d’ailleurs en nombre trop grand d’une unité. Et, en effet, 
on reconnaît que l’on peut éliminer entre elles u , p, /?, q et que 
les constantes G, G', C" doivent être liées par la relation 

(46) C' C" = ( t — 2 n C ) 2 — 4 mm'C*. 

Si l’on élimine ensuite p et q : on sera conduit à l’équation en 
termes finis 

= a— 4C(mU ## + n), 

qui représentera les lignes géodésiques. 

Il est clair que les surfaces remarquables dont l’élément linéaire 
est défini par les formules (24) et (26) appartiennent à la classe 
que nous venons de déterminer (*). 

(’) La question que nous venons d’étudier a été résolue d’une autre manière 
par M. L. Rafify dans un travail récemment publié (voir Comptes rendus, 
t. G VIII, p. 4î)3> mars 1889, et Bulletin des Sciences mathématiques , t. XIII, 
2 e série). M. Rafïy prend l’élément linéaire de la surface cherchée sous la forme 

ds 3 = 4 X dx dy 

et il trouve que Xdoit avoir l’une des valeurs suivantes 



* = Pe*H- Qe at , 


* = ? + 

\ t, 

où P et Q désignent des constantes arbitraires et t la somme 
Un calcul auquel le lecteur suppléera aisément permet de reconnaître que cette 
élégante solution concorde avec celle que nous avions obtenue tout d’abord et 
qui se trouve développée dans le texte. 
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CHAPITRE III. 

DE LA REPRÉSENTATION GÉODÉSIQUE DE DEUX SURFACES 

l’une sur l’autre. 


Problème de M. Beltrami : déterminer toutes les surfaces qui peuvent être re- 
présentées sur le plan de telle manière que les géodésiqucs correspondent aux 
droites du plan. — Solution directe et complète de ce problème : les surfaces 
à courbure constante sont les seules qui puissent être représentées de cette 
manière sur le plan. — Problème de M. Dini : déterminer tous les couples de 
surfaces tels que l’on puisse établir entre deux surfaces de chaque couple une 
correspondance dans laquelle les géodésiqucs correspondent aux géodêsiques. 
— Solution de M. Dini. — Théorème de M. Tissot. — L’élément linéaire des 
surfaces cherchées se ramène à la forme de RI. Liouvillc. — Application : pro- 
priété remarquable de la iransfonnaüon homographique. — Solution nouvelle 
et directe des deux ^problèmes précédents. Si l’on cherche à déLerminer les 


courbes pour lesquelles l’intégrale 



it, v, o ; ) du prise entre deux points 


donnés est maximum ou minimum, on est conduit à une équation différentielle 
du second ordre définissant les courbes cherchées. — Cette équation peut être 
considérée comme étant la plus générale du second ordre; et à chaque équation 
de cet ordre correspondent une infinité de fonctions /(«, i>, *>')• — Détermina- 
tion effective de ces fonctions quand on suit intégrer l'équation différentielle. 
— Relations avec la théorie du multiplicateur de Jacobi. — Application à 
l’équation </'= o et aux problèmes de RIM. Beltrami et Dini. 


597. Les résultats que nous avons obtenus dans le Chapitre pré- 
cédent nous permettent maintenant d’aborder une question très 
intéressante, qui a été posée et résolue par les travaux de MM. Bel- 
trami et Dini. 

Étant donnés une sphère (S) et un plan (P), si, du centre de 
la sphère, on projette les différents points de cette surface sur le 
plan (P), on établit ainsi, entre les points de la sphère et ceux du 
plan, une correspondance dans laquelle à toutes les droites du plan 
correspondent évidemment des grands cercles de la sphère. En 
d’autres ternies, les deux sui'faces se correspondent , point par 
point , de telle manière qu’à chaque ligne géodésique de l’une 
corresponde une ligne géodésique de l'autre. 
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Celte remarquable propriété a été depuis longtemps utilisée 
dans la théorie des Cartes géographiques. Dans l’exposé sommaire 
que nous avons donné des principes de cette théorie [I, p. 146], 
nous avons vu que les géomètres s’étaient surtout attachés aux 
modes de représentation qui conservent les angles et qui assurent 
la similitude des éléments infiniment petits. Mais on peut re- 
chercher d’autres modes de représentation, et une Carte dans 
laquelle les lignes géodésiques de la surface seraient représentées 
par les droites du plan aurait ce grand avantage, signalé par 
Lagrange (*), que l’on pourrait aisément construire le plus court 
chemin entre deux points de la surface, puisque ce plus court 
chemin serait représenté par la droite qui unit sur la Carte les re- 
présentations de ces deux points. 

Les remarques précédentes ont donc conduit M. Beltrami à se 
poser le problème suivant ( 2 ) : 

Étant donnée une surface , peut-on la représenter sur le plan 
de telle manière que les lignes géodésiques de la surface cor- 
respondent aux différentes droites du plan? 


(’) Lagrange, Sur la construction des Cartes géographiques ( Nouveaux 
Mémoires de l* Académie de Berlin, 1779 , et Œuvres complètes , t. IV, p. 638). 
Voici le passage auquel nous faisons allusion : 

« Si l’œil est dans le centre du globe, la projection, se nomme centrale , et elle 
a la propriété que tous les grands cercles se trouvent représentés par des lignes 
droites, mais les petits cercles le sont par des cercles ou par des ellipses suivant 
que leur plan est parallèle ou non au plan de projection. On se sert quelquefois 
de cette projection pour les mappemondes, et l’on y suppose ordinairement que 
le plan do projection est parallèle à l’équateur, moyennant quoi tous les cercles 
de latitude deviennent des cercles de mappemonde; mais elle n’est guère usitée 
pour les Cartes particulières qui ne représentent qu’une partie de la surface de la 
Terre; elle l’est davantage pour les Cartes célestes; et c’est, en général, à cette 
projection que se réduit toute la gnomonique, les lignes horaires d’un cadran 
quelconque n’étant autre chose que les projections centrales des cercles horaires 
de la sphère. 

» Au reste, des Cartes géographiques construites d’après cette projection auraient 
le grand avantage que tous les lieux de la Terre qui sont situés dans un même 
grand cercle du globe se trouveraient placés en ligne droite dans la Carte, en 
sorte que, pour avoir le plus court chemin d’un lieu de la Terre à l’autre, il n’y 
aurait qu’à joindre ces deux lieux dans la Carte par une ligne droite. » 

(*) Beltrami (E. ), Bisolusione del Problema: « Bipor tare i punli di una su- 
perficie sopra un piano in modo che le linee geodetiche vengano rappresen - 
tate da linee rette » (Annali di Matematica pura ed applicata pubblicati da 
B . Tortolini, t. VII, p. i85; j866). 
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Soient x et y les coordonnées rectilignes, rectangulaires ou 
obliques, d’un point du plan, et soient X, p. les coordonnées cur- 
vilignes du point correspondant de la surface. Ecrivons les for- 
mules 

(1) ar = 6(X, f*), 7 = p(X 5 ^), 

qui établissent la correspondance entre les points du plan et ceux 
de la surface. A toute droite du plan, définie par l’équation 

ax - 4 - b y -f c =o, 

correspondra une courbe de la surface définie de même par la re- 
lation 

a Ô(X, (j.) b p(X, jjl) h- c = o. 

Il faudra que cette équation représente une ligne géodésique 
et, par suite, qu’en y regardant-? ^ comme des constantes arbi- 
traires, elle donne l’intégrale générale de l’équation différentielle 
du second ordre des lignes géodésiques. Le problème de M. Bel- 
trami se ramène donc immédiatement au suivant : 

Rechercher si V équation générale des lignes géodésiques 
peut être mise sous la forme 

( 2 ) «0 + ^ + c = o, 

a , b , c désignant des constantes arbitraires et 9, des fonctions 
des coordonnées curvilignes X, p.. 


S98. Pour résoudre cette question, nous remarquerons que l’é- 
quation 


p = const. 


définit, d’après les hypothèses précédentes, une famille de lignes 
géodésiques. 

Rapportons les points de la surface au système de coordonnées 
défini par ces lignes géodésiques et leurs trajectoires orthogonales. 
On aura, pour l’élément linéaire, l’expression suivante 

(3) ds*— du* -h C 2 dv%, 

et 9 deviendra une certaine fonction F (*/, p) de u et de v. En ap- 
pliquant la formule (8) (n° SI 4), on trouvera l’équation différen- 
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tielle suivante des lignes géodésiques 


(4ï 


a dC 
C du Ç 


1 Jï 

G àv 





æ Z? 

D’autre part, si l’on élimine les deux constantes ^ entre l’équa- 
tion ( 2 ) et ses deux premières dérivées, on trouvera 

p"=-p'-h ip's, 

pp p 


p,q , r, s, t désignant, suivant l’usage, les dérivées de F(j u,v). 
Cette équation différentielle, admettant pour intégrale générale 
l’équation ( 2 ), sera nécessairement identique à l’équation (4). On 
aura donc 

L ——‘1 — ‘ ? ‘ s — 1 ^ * _ r âC 

p C du* p G dv * p du 


Les deux premières conditions s’intégrent aisément et nous 
donnent 


/>C* = Y, p 2 C = U, 


U et V désignant des fonctions arbitraires de u et de v respective- 
ment. Pour la commodité des calculs, nous changerons la notation 
et nous écrirons 

P ^ 2 ~ y3 9 P 2 G = ya * 

On déduit de là 



et, par suite, V< désignant une nouvelle fonction de p, 

0 = F(«,P) = vy , ÿ-+-V I . 


En portant cette valeur de 6 dans la troisième équation (5), on 
trouve la condition 



4-VÏ= — 


JL 

UV3‘ 


Cette relation entre des fonctions de u et des fonctions de p 
devant avoir lieu identiquement, différentions-la par rapporta u. 
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Nous aurons 

v' j_ /ü'v 

u 2 ~ v-< vu / ’ 

ou encore 

v , v»=— u*^y. 

Les deux membres de cette équation doivent évidemment être 
constants. On aura donc 

V"V 3 = — A, U*^y=A, 

h désignant une constante quelconque. La seconde équation s’in- 
tégre sans difficulté. On peut l’écrire , en effet, comme il suit 

u; /u'v au; 
u \u / * u* ’ 

ce qui donne, en intégrant et en désignant par k une constante 
nouvelle, 



= — Ah-A-ü*. 


On déduit de là par dérivation 

U" = k U. 

Or, si l’on fait usage de la formule ( 0 . 4 ) [II, 4*5] 

i __ __ 1 à' 1 L 
RR 7 C 3 Ï 3 * 

qui fait connaître la courbure totale de la surface, on trouve, en y 
remplaçant C par sa valeur tirée de la seconde équation (fi), 

i U' _ , 

R IV ~~ U “ k ' 

Ainsi les seules surfaces qui puissent donner une solution du 
problème pt'oposé sont celles dont la courbure totale est con- 
stante . Tel est le résultat fondamental obtenu par M. Beltrami. 

599. Le lecteur pourra poursuivre et achever les calculs; mais 
il vaut mieux raisonner de la manière suivante. 

Rapportons une surface à courbure constante au système de 
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coordonnées formé par une famille de lignes géodésiques et leurs 
trajectoii'es orthogonales : l’élément linéaire prendra la forme 

(7) ds ^ — clic- -f- G- dv>*^ 


et l’on devra avoir 
( 3 ) 


1 d*G _ 

G du * ~ k ' 


Si la courbure k est nulle, C sera de la forme 


(9 ) C = Vk + V„ 

V et V { désignant des fonctions de <>. Si la courbure À" est positive 
et a pour valeur on aura 


(10) 


G = Vsin - 4-V, cos— • 
a a 


Enfin, si la courbure est négative et égale à ^ on trouvera 
de meme 


00 


U U 



2 


+ V. 


a u 

e a -+* e a 


2 


Écrivons les expressions correspondantes de l’élément linéaire 
en changeant dans les deux dernières u en au ; on sera conduit aux 
trois formes 


(12) ds* = du 2 -+- ( V u -h Vi) 2 dv*, 

(13) ds ®= a* [du*-\- (V sin u H- cos u)* dv*\, 

(14) ds* = «s [ 'du* ■+■ (v — ~ — H- Vi — ~ e ~ - 'j 8 do* j , 

qui caractérisent les surfaces à courbure nulle, positive ou négative. 
Si nous supposons maintenant que les lignes géodésiques ç>=consL 
soient celles qui passent par un point donné de la surface, il faudra 
que l’on ait, dans les trois cas, 

G = o pour u = 0. 

Cela donne la condition 

Vi = o. 

\ 

En choisissant convenablement la coordonnée p, on réduira en- 
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[6 

suite V à l’unité; de sorte que l’élément linéaire se ramènera aux 
ormes suivantes : 


15) 

16) 

17) 


ds* = du*-±- u 2 clv -, 
ds 2 = a^ldiû-h sin 2 *£ dt>*], 

ds 2 = a 2 ^du 2 -h ^ ^ 


;jui ne contiennent, comme on voit, aucune indéterminée. 

L’application des méthodes que nous avons données plus haut 
'n° 579 ) dans le cas des surfaces de révolution nous conduira ici 
îans difficulté à l’équation en termes finis des lignes géodésiques. 
On trouve ainsi les trois équations 


:*) 

19) 

20) 


A u cos p-hBwsin^H-C = 0 , 

A tangu cos v - 1 - B tan g u sine -4- C = o, 


e u - 


e n - 


QU g—U 

B sin p -f- G = o, 

e u _j_ e -u ’ 


}ui conviennent respectivement aux éléments linéaires définis par 
les trois formules (1 5 ), (16), (17) et qui, d’ailleurs, donnent immé- 
diatement la solution complète du problème proposé. On voit, en 
gffet, que, si l’on représente l’une quelconque des surfaces sur le 
plan en prenant pour les coordonnées rectangulaires x et y du 
point du plan les coefficients de À et de B dans l’une des équations 
précédentes, les lignes géodésiques de la surface correspondront 
lux droites du plan. 

D’ailleurs, quand on a une telle représentation d’une surface sur 
un plan, on peut obtenir toutes les autres de la manière la plus 
simple; car, si P et Q sont les deux points du plan qui corres- 
aondent, dans deux représentations distinctes, à un meme point M 
le la surface, la correspondance établie entre P et Q sera telle que 
les droites correspondront à des droites, et ne sera autre, par con- 
séquent, que la transformation homographique la plus générale. 
Ainsi, quand on a effectué une représentation de la surface consi- 
lérée sur le plan, on les obtient toutes en faisant suivre cette repré- 
sentation, quelque particulière qu’elle soiL, de la transformation 
lomographique la plus générale dans le plan. 

Si, à la place des coordonnées u et v, on introduit les coor- 
ionnées rectangulaires x et y du point du plan qui correspond de 
a manière indiquée au point de la surface, on obtient pour les trois 
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formes de l’élément linéaire les expressions 
(21) ds- — dx ~ -h dy* 1 , 



que nous retrouverons plus loin d’une autre manière et qui ont 
été signalées par M. Beltrami. 

600. Les recherches que nous venons d’exposer conduisaient 
naturellement au problème suivant : 

Étant données deux surfaces quelconques , peut-on les repré- 
senter V une sur l'autre, de telle manière qu’à toute ligne géo - 
désique de l’une corresponde une ligne géodésique de Vautre? 

Nous dirons alors que les deux surfaces sont représentées l’une 
sur l’autre géodésiquement . 

Cette question, que M. Beltrami avait proposée à la fin de son 
travail, a été résolue par M. Dini ( K ) dans un beau Mémoire inséré 
aux Annali di Matematica . La méthode de M. Dini repose sur 
un élégant théorème de M. Tissot, que l’on peut énoncer comme 
il suit : 

Lorsque deux surfaces se correspondent point par point, il 
existe sur une des surfaces un système orthogonal, et en gé- 
néral un seul, auquel correspond sur Vautre surface un sys- 
tème orthogonal . 

Soient, en effet, M, M 4 deux points correspondants, pris respec- 
tivement sur les deux surfaces considérées (S) et (S 4 ); à toute 
tangente M* en M correspond une tangente M 4 £ 4 en en ce 
sens que toute courbe delà première surface tangente enMàMu 
pour homologue une courbe de (S 4 ) tangente en M* àM< £ 4 . Il est 
à peu près évident, et l’on établira aisément qu’à quatre tangentes 


( *) Dini ( U.), Sopra un problcma che si présenta nella teoria generale delle 
rappresentazioni geografiche di una superficie su jdi urû altra ( Annali di 
Matematica , t. III, p. 269; 1869). 
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Mt correspondent quatre tangentes Mt t { de même rapport anhar- 
monique. D’après cela, soient Mi, M j les deux tangentes de la 
première surface qui vont rencontrer le cercle de l’infini et Mm, 
M p les tangentes qui correspondent aux deux tangentes analogues 
de (S*). Deux tangentes rectangulaires de (S) sont conjuguées, 
comme on sait, par rapport au faisceau des deux droites Mi, M j. 
Pour qu’elles correspondent à deux tangentes l'ectangulaires de 
(S<), il faudra encore qu’elles divisent harmoniquement l’angle des 
deux tangentes Mm, Mv. On aura donc, pour les déterminer, à 
construire les rayons communs aux deux involutions dont les 
rayons doubles sont respectivement Mi, M j et Mm, Mp. Le pro- 
blème comporte, en général, une seule solution. D’ailleurs si les 
surfaces sont réelles et si la correspondance, comme il arrive ordi- 
nairement, est établie entre des points réels, les rayons doubles 
des involutions que nous venons de considérer seront imaginaires 
conjugués et, par suite, les rayons communs aux deux invo- 
lutions seront nécessairement réels . 

Considérons sur la surface (S) les courbes qui admettent pour 
tangente en chaque point l’une des droites que nous venons de 
construire. Ces courbes formeront un système orthogonal, et ce 
système sera évidemment le seul auquel correspondra sur (S*) un 
système orthogonal. 

A cette conclusion il y a deux exceptions : i° si les deux invo- 
lutions précédentes ont leurs rayons doubles communs, la corres- 
pondance entre (S) et (S*) aura lieu avec conservation des angles; 
et, par suite, tout système orthogonal tracé sur l’une des surfaces 
aura, dans ce cas, pour homologue un système orthogonal tracé 
sur l’autre; 2° si les deux involutions ont un seul rayon double 
commun, c’est-à-dire si les lignes de longueur nulle d’une seule 
famille se correspondent sur les deux surfaces. Alors les deux 
familles qui composaient le système orthogonal viennent se con- 
fondre en une seule, formée de ces lignes de longueur' nulle qui 
se correspondent sur les deux surfaces. Ce cas exceptionnel, sur le- 
quel nous aurons l’occasion de revenir, a été signalé parM. Lie (<); 
il ne peut évidemment se présenter lorsque la correspondance a 


( l ) Mathematische Annalen , t. XX, p. f&i, Note I du Mémoire déjà cité : 
Untersuchungen über geodàtische Curçen. 
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eu entre les points réels de deux surfaces réelles. On peut donc 
noncer la conclusion suivante : 

Lorsqu’on a établi une correspondance entre les points réels 
e deux surfaces réelles , il existe certainement sur chacune 
es surfaces un système orthogonal réel admettant pour homo- 
■>gue un système orthogonal . Ce système est unique si la cor - 
espondance n’a pas lieu avec conservation des angles . 


601. Voici maintenant comment M. Dini a fait usage du théo- 
^me précédent. Supposant implicitement que la correspondance 
tablie entre les surfaces (S) et (S*) a lieu entre des points réels, 
éminent géomètre rapporte ces deux surfaces au système de 
cordonnées formé par les lignes orthogonales qui se correspon- 
ent sur les deux surfaces. Ce sysLème sera unique si la corres- 
ondance n’a pas lieu avec similitude des éléments infiniment 
etits; dans le cas contraire, l’un des systèmes orthogonaux pour- 
ut être choisi arbitrairement. Soient 


4 ) 


ds 2 = E du* -h G dv*, ds\ = E L du? •+■ Gj dv * 


s expressions des éléments linéaires de (S) et de (S^. L’équa- 
on différentielle des lignes géodésiques de (S) sera (n° 514) 


■ 5 ) 


#)- j j g - j 

/a dE i 
VE dv G 


dG\ 
dv ) 


du dv *- +- ~ “ dv* = o, 
E du ’ 


l’on obtiendrait de même celle des lignes géodésiques de (S<) 
i remplaçant E, G par E 1? G<. Pour que les lignes géodésiques 
correspondent, il faut et il suffit que les équations différentielles 
ient identiques. On est ainsi conduit aux conditions 


5 ) 


I 

àE 

i dEi 





G 

dv ~ 

k 

lo 

tl 





2 

dG 

i dE 

2 

dGi 

i 

dEi 

G 

du 

Ë du ~~ 

G t 

du 

Ei 

du ’ 

2 

dE 

i dG 

a 

àEi 

r 

dGi 

E 

dv 

G dv ~~ 

Ei 

dv 

Gj 

Tv 9 

i 

dG _ 

i c?Gi 





E 

du 

Ei du 






D* - III. 
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qui devront avoir lieu identiquement. La seconde et la troisième 
s’intégrent aisément et peuvent être remplacées par les suivantes 

E_Eij_ G _ Gi _i_ 

G 3 " g* V 5 ’ E 3 EJ U 3 ’ 

où U désigne une fonction de u et V une fonction de v. On en 
déduit 

„ E „ G 

(27) bl = VÜ 3 ’ tll_ ÜV 3 ’ 


et il ne restera plus qu’à satisfaire à la première et à la quatrième 
des relations (26). La substitution des valeurs précédentes de E, 
et de G t nous conduit ainsi aux deux équations 

g(U_V)=_V'E, 

£<U-V) = U'G, 



d’où Ton déduit, en intégrant (*), 

(29) E = Uj(U — V), G = Vj(U — V), 

U 4 désignant une nouvelle fonction de u et V 4 une nouvelle fonc- 
tion de p. 

La question est maintenant résolue. Les éléments linéaires des 
deux surfaces sont donnés par les formules suivantes : 

(30) ds* = (U — V)(üî^»* 



ils ont l’un et l’autre la forme de Liouville. 

Au reste, en appliquant la formule (28) (n° 583), on reconnaît 
aisément que les lignes géodésiques de l’une et l’autre surface sont 
représentées par l’équation 


(32) 


rihdu __ r y. 

J /ü — a J sJ a 


Vî dv 


(*) On néglige ici l’hypothèse V = U = const., qui conduirait à deux surfaces 
homothétiques. 
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3etle équation ne change pas, en effet, quand on y remplace U, 

T 7 T 7 f I ü 1 I "V 1 I » / , 

I V, Vo a, a par — g? —, — —, — -, ce qui re- 

it à passer de (S) à (S 4 ). 


102. Telle est la solution que l’on doit à M. Dini. Elle donne 
î nouvelle et remarquable propriété des surfaces dont l’élément 
iaire est réductible à la forme de Liou ville, 
lais il importe d’observer, en outre, qu’à chacune de ces sur- 
îs on peut faire correspondre géodésiquement non pas une 
le surface, mais une infinité de telles surfaces. En effet, l’élé- 
nt linéaire de (S) peut aussi s’écrire 


\ 


ds 2 = [m(U H- h) — m 



V 2 

dut h dv* 

m 


]• 


,a forme primitive est conservée. Mais U, V, U 1} V 4 sont rem- 
ués respectivement par m(U + A), rn(Y + A), -2=,-^. En 
ctuantce changement dans l’élément linéaire de (S 4 ), on aura 


< 


dsi 


i / i i \/U \dii> 

m* \V + /i U+/i/\U + /i 


V?^ 2 \ 
V + h) 9 


i ette expression varie avec les constantes h et m . On pourrait à 
1 igueur faire abstraction de m dont la variation remplacerait 
< jue surface par une surface homothétique; mais il n’en est 
] i de même pour h . A chaque nouvelle valeur de h correspondra 
x Slément linéaire distinct. 


33. M. Dini a montré comment on peut déduire de la solution 
I ïédente les résultats obtenus en premier lieu par M. Beltrami. 
1 r ne pas étendre outre mesure cette exposition, nous nous 
c .enterons de la remarque suivante. 

onsidérons la transformation homographique la plus générale 
c ï le plan. Il résulte du théorème de M. Tissot que, dans cette 
t sformation comme dans toutes les autres, il existera un système 
c ogonal qui se transformera en un système orthogonal. Et, de 
| , les résultats que nous venons d’établir permettent d’affirmer 

c l’élément linéaire du plan rapporté à ce système sera néces- 
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sairement de la forme 

tf s ! = (U - V)(< 2 u j h-<* 3 ). 

Or, d’après une proposition établie par M. Liouville (*) et que le 
lecteur retrouvera aisément en appliquant les méthodes du n° 413, 
les seuls systèmes orthogonaux pour lesquels l’élément linéaire 
du plan prenne la forme précédente sont ceux qui sont formés 
de deux familles de coniques homofocales et de leurs variétés. 
De là résulte une propriété de la transformation homographique 
établie en premier lieu par M. Richelot ( 2 ) : Dans toute trans - 
formation de ce genre , il existe un système orthogonal , et un 
seul qui demeure orthogonal après la transformation, et ce 
système est formé de deux familles de coniques homofocales . 

Au reste, cette proposition peut être démontrée de la manière 
la plus simple par la Géométrie. Soient, en effet, (S) et (Si) deux 
figures homographiques dans deux plans différents. Soient A et B 
les points de (S) qui correspondent aux points à l’infini sur le 
cercle, L et J*, de (Si). Soient de même A< et Bi les points de 
(Si) qui correspondent aux points I et J de (S). Les coniques (K) 
de (S) qui ont les points À et B pour foyers sont inscrites dans le 
quadrilatère dont les sommets opposés sont A, B et I, J. Elles 
auront donc pour homologues dans (Si) des coniques inscrites dans 
le quadrilatère dont les sommets opposés sontli, J { et A^Bi, c’est- 
à-dire les coniques (K<) dont les foyers sont A { et Bi. D’ailleurs, 
d’après le théorème de M. Tissot, les deux familles de courbes que 
nous venons de définir dans chaque figure sont les seules qui con-. 
servent leur orthogonalité après la transformation. 

Ce raisonnement s’étend de lui-même à la transformation homo- 
graphique dans l’espace. Considérons, en effet, dans l’espace deux 
figures homographiques, et soient A et B les deux coniques qui 
correspondent au cercle C de l’infini, considéré successivement 
comme appartenant à chacune des figures. 11 est évident que la 
développable (A, C) circonscrite à A et à C correspondra à la dé- 


(*) Liouvillb (J.), Sur quelques cas particuliers où les équations du mou- 
vement d'un point matériel peuvent s'intégrer ( Journal de Liouville } t. XI, 
p. 36 o; i8^6). 

■(*) Richelot, Ueber die einfachste Corrélation in zwet ràumlichen Cebie - 
ten ( Journal de Crelle } t. LXX, p. 137; 1868). 
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eloppable (C, B), circonscrite à C et à B. Par suite, au système 
es surfaces du second degré ayant A pour focale correspondra le 
ystème des surfaces de même ordre ayant B pour focale. Il est du 
este facile de prouver que le système triple orthogonal ainsi 
ormé est le seul qui demeure orthogonal après la transformation, 
in effet, si l’on se propose de déterminer trois directions passant 
>ar un point et telles que les trois directions correspondantes soient 
ectangulaires, cela revient à trouver un trièdre conjugué à deux 
ônes de même sommet, et le problème n’a qu’une solution (*). 


604. Les méthodes que nous avons suivies et qui sont celles de 
ÆM. Beltrami et Dini présentent en elles-mêmes un grand intérêt, 
ü’est ce qui nous a déterminé à les reproduire. Mais on peut 
raiter aussi les questions précédentes en se plaçant à un point de 
nue plus général, qui permet une étude plus approfondie et plus 
ïomplète des résultats que nous avons trouvés. C’est ce que nous 
Jlons montrer rapidement. 

On sait que tous les problèmes du calcul des variations dans 
esquels il s’agit de trouver le maximum ou le minimum d’une in- 
égrale simple 

35) jf(u,v,v')du 


jonduisentà une équation différentielle du second ordre à laquelle 
loit satisfaire la fonction v et qui est 


36) 

>u, en développant, 


àf 

0s> 


(àf\ 

du \dv' J 


ÊA_, 


37) 


*11 v „ , */ r , , ¥ 

dv'% dodo' dv' du àv 


o. 


Réciproquement, donnons-nous a priori une équation différen- 
tielle quelconque du second ordre 

38) *>"= <p (u, v, *>')> 


(*) Darboux (G.), Note sur un Mémoire de M. Dini ( Bulletin des Sciences 
mathématiques j t. ï, p. 383; 1870 ). 
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et proposons-nous de rechercher si elle donne la solution d’un 
problème de calcul des variations, c’est-à-dire s’il existe des inté- 
grales de la forme (35) pour lesquelles l’équation différentielle 
(3y) soit identique à l’équation donnée (38). Pour qu’il en soit 
ainsi, il sera nécessaire et suffisant que la valeur de v u tirée de l’é- 
quation (38) et portée dans l’équation ( 37 ) donne naissance à une 
relation qui soit vérifiée pour toutes les valeurs de m, On 
trouve ainsi la condition 

d*f à*f , d\f àf __ 

(^9) ? “ + “ p ’ + ‘ 0v l du dv ~~ 

qui est une équation aux dérivées partielles du second ordre à 
laquelle doit satisfaire la fonction /(w, v } d) des trois variables u , 
v, d. Comme cette équation admet toujours des solutions, on peut 
énoncer le résultat suivant : 

Étant donnée une équation différentielle quelconque du 
second ordre, elle peut être assimilée d'une infinité de ma- 
nières différentes aux équations du même ordre qui se pré - 
sentent dans la recherche du maximum ou du minimum d'une 
intégrale simple de la forme (35). En d'autres termes , il 
existe une infinité de fonctions f(u 7 r, d) telles que leur inté- 
grale, prise entre deux points quelconques de l'une des courbes 
intégrales de l'équation considérée, soit maximum ou mini- 
mum . 


605. La détermination de la fonction / dépend de l’intégration 
de l’équation aux dérivées partielles (3 q). Cette intégration est 
beaucoup facilitée par les remarques suivantes. 

Différentions l’équation (3g) par rapport à 0 '; nous aurons 


(4o) 


± (à*f \ , ù*f ù\f _ 

dd v ** dv dv ,% dv '* du 


et cette équation nouvelle, qui est du troisième ordre, se réduit au 
premier si l’on prend comme inconnue auxiliaire la quantité 


(4i) 


M = 


à\f m 

ov'*' 
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On obtient ainsi pour M l’équation linéaire 


( 42 ) 



âM 


,àM àM 


O. 


Cette équation définit ce que Jacobi, généralisant une théorie 
d’Euler, a appelé le multiplicateur du système d’équations diffé- 
rentielles ordinaires ( 1 ) 

du ___ dv dv T 
i ~~ v ~~ cp 


Nous aurions pu d’ailleurs déduire notre théorie des résultats 
que nous devons sur ce sujet à l’illustre géomètre; mais il nous a 
semblé préférable de développer tous les raisonnements sans rien 
emprunter à la théorie du multiplicateur. 

Pour obtenir l’intégrale générale de l’équation linéaire (4^), il 
faudra intégrer le système d’équations différentielles ordinaires 


( 43 ) 


du, 

i 


dv 

v' 



Si nous prenons d’abord les équations 

(44) dv = v' du, dv' = cp du, 

obtenues en égalant les trois premiers rapports, elles ne con- 
tiennent pas M et, par suite, peuvent être intégrées séparément. 
D’ailleurs l’élimination de v f conduit à l’équation 


d*jv 
du 8 



qui n’est autre que la proposée. Donc les intégrales du système 
(44) sont les deux intégrales premières 


( 45 ) 


\ <K M » O ~ 

i «Mm»?, *>') = ? 


de l’équation proposée. 

Supposons qu’on ait obtenu ces intégrales. En égalant le pre- 


(') Vorlesungen über Dynamik } Dixième Leçon. 
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mier et le dernier des rapports (43), on aura 


M 

M 



o. 


On peut, en tirant v, v' des équations (45), exprimer en 
fonction de u . L’équation précédente prend alors la forme 


dM 

M 


H- 0(m, a, (3) du = o. 


Une quadrature nous donnera une relation telle que 
Mîim, a, p)s= y, 

y désignant une nouvelle constante. Si l’on remplace a et fâ par 
leurs valeurs (45), on aura la troisième intégrale du système (43) 
sous la forme 

(46) M<k(K, p, v') = Y- 

Par suite, la solution M la plus générale de l'équation ( 4 a) sera 
déterminée par la formule 

(47) p') = ^, <h), 

où # désigne une fonction entièrement arbitraire. Il résulte de là 
que le quotient de deux valeurs particulières de M sera né- 
cessairement une intégrale première de V équation proposée . 

La valeur de M une fois obtenue, on déterminera celle de /au 
moyen de l’équation 


qui s’intégre par une double quadrature. Désignons par /<> une so- 
lution particulière quelconque de cette équation : la solution la 
plus générale sera 

/ p)î>'h- <>), 

^ et p désignant deux fonctions arbitraires de u et de p. Maïs, il 
importe de le remarquer, cette valeur de /, qui satisfait à l’é- 
quation (4o) dont elle est la solution la plus générale, ne vérifiera 
pas nécessairement la véritable équation du problème, c’est-à-dire 
1 équation (3()). On peut affirmer seulement que la valeur préeé- 
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dente de f, substituée dans l’équation (3g), rendra son premier 
membre égal à une fonction de u. et de p, puisque la dérivée de 
ce premier membre par rapport à V est nulle en vertu de l’équa- 
tion (4o). 

Effectuons cette substitution; en désignant par P 0 la fonction 
de u et de p qui résulte de la substitution de nous trouverons 
l’équation 

r n -+- — 
lo+ ùî, 


dp 


Telle est l’unique relation que devront vérifier les fonctions X, jji. 
Soit X 0 , p. 0 un système de valeurs de X, p. satisfaisant à cette équa- 
tion, système que Ton pourra obtenir, par exemple, en se donnant 
arbitrairement X () et déterminant p. 0 par une quadrature. Les va- 
leurs les plus générales de X, (jt seront données par les formules 

. , àf) ôti 


9 désignant une fonction quelconque de u et de p. On aura donc 
l’expression suivante 

- (48) / = /o h- X„ p'-h jj v'-h 


pour la solution la plus générale de l’équation (3g). La présence 
de la différentielle exacte 

00 , <)0 
v ' 

dp du 

s’explique sans difficulté. On sait, en effet, que cette différentielle 
n’a aucun rôle a jouer et que l’on obtient la même équation diffé- 
rentielle du second ordre en cherchant le minimum ou le maximum 
de l’une ou l’autre des intégrales 

jy du, J* (f du -f- c/0 ). 

En résumé, on peut énoncer les résultats suivants : 

Toutes les fors que Von pourra intégrer une équation dif- 
férentielle du second ordre ? on saura déterminer par de 
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simples quadratures toutes les intégrales 

j f(u, p, p') du, 

telles que le problème de calcul des variations qui leur cor- 
respond conduise à V équation différentielle proposée . 

Si Ton a obtenu par un procédé quelconque deux fonctions 

ff { correspondantes à une même équation différentielle , 

^ seront des solutions de V équation linéaire en M (/h); et, 
par suite, le quotient 

d* f , â*f x 

CJP'2 : à P'2 

sera une intégrale première de V équation différentielle pro- 
posée (*). 

Nous allons maintenant indiquer quelques applications. 


606. Soit d’abord l’équation du second ordre 

(49) ^=o. 

Les intégrales du système (43) seront ici 

p'= a, p — uv' s= p, M = y. 

Par suite, l’intégrale générale de l’équation linéaire en M sera 
donnée par la formule 

(50) M =s cf(p', p— uv')j 

et la fonction /la plus générale définie par l’équation ( 4 1 ) aura ici 
pour expression 

S = / (p' — v — ux)da «H p' X(&, p) -b p( M, p). 


( l ) H résulte même des propositions de Jacobi que, dans ce cas, on pourra 
obtenir par une quadrature l'intégration complète de l'équation différentielle 
proposée. Mais la proposition énoncée dans le texte, et qui résulte immédiate- 
ment des remarques précédentes, suffît pour l'objet actuel de nos recherches. 
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L’équation (3g) à laquelle /doit satisfaire devient 


$9 


(5i) 


JLL V '+JLL _^ = 0 

duàv r dv 


dv dv 


Si l’on y substitue la valeur précédente de /, on trouve, après 
quelques réductions, la condition 

à\ ô[j. _ 

du dv ~~ °* 


qui permet d’égaler X et jj. aux dérivées partielles d’une même 
fonction 9. On a ainsi la valeur définitive de j sous la forme 


(5a) 



a, P- 


■ux)dx + rç 


P'-H 


°A. 

du 


607. Arrivons maintenant à l’objet que nous avons en vue, et pro- 
posons-nous d’abord le problème de M. Belti'ami : Trouver toutes 
les surfaces qui peuvent être représentées géodésiquement sur 
le plan . 

Soient x et y les coordonnées rectilignes d’un point du plan. 
L’équation différentielle des droites sera 

(53) /ao, 


et cette équation subsisterait si Von faisait une transformation 
homo graphique quelconque . 

Les variables x et y peuvent encore être considérées comme les 
coordonnées curvilignes du point de la surface cherchée qui cor- 
respond au point du plan. Soit alors 

ds* = K dx' 1 -{- 2 F dx dy -h G dy* 

l’expression de l’élément linéaire de la surface. D’après la question 
proposée, il faudra que l’intégrale 




ë h- 2 f y - 4 - Gy* dx 


soit rendue minimum par les courbes intégrales de l’équation dif- 
férentielle 


y= o, 
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et, par suite, que la fonction 

f= /E -h *2 F y' -H Gy i 


satisfasse à l’équation 
(54) ^ = 

Or on a 

d\f EG — F* . 

ày " 2 (E + aF/-hG/*)* 

il faudra donc que la fonction 

E + aF/+G /» / 

(EG — F 2 )» 

dépende exclusivement de y et de y — xy 1 . Pour qu’il en soit 
ainsi, il faut et il suffit, on le reconnaît aisément, que l’on ait 


(55) 


E^aFy-H Gy* 

(EG — F*)® 


~*(y'>y — v/), 


<P désignant la fonction la plus générale , entière et du second 
degré par rapport aux variables y\ y — xÿ ( * ). 


Ordonnons la fonction $> par rapport aux puissances de y\ et 
soit 


(56) 4> = A + aB/+ G/*, 

A, B, G étant des fonctions de x et de /. L’équation (55) nous 
donnera 


E 


(EG — F 2 )'* 


— A, 


(EG * 


% 

• F 2 ) 3 




O 


( EG ■ 


■F*)* 


-C; 


0) En effet, en prenant les dérivées troisièmes des deux membres par rapport 
à y, on a 


o 


9 d*<ï> 

dy" 


•+• 3# 3 


tY <I> 
ây o y 


— x' 


ÎÎÜ5 
oy ’ 


et comme les trois variables y\ y — xy' et x sont indépendantes, cette équation 
ne peut avoir lieu que si toutes les dérivées troisièmes de <I> sont nullcs, ce qui 
entraîne le résultat donné dans le texte. 
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t de là on déduit 

(EG — F 2 )”» = AG — B 2 , 

F _ A p _ B „ . _ C 

•(A C — B*)*’ ~(AC--B2)2 5 u “ (AG-B2)2* 

Par suite la valeur de / sera 


> 7 ) 


7 — *y) 

J ” AG — B 2 ’ 
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t Ton pourra vérifier que cette valeur satisfait effectivement à 
équation du problème, qui est l’équation (5i) où l’on remplace- 
ait u et v par x et y. 

Posons 

<ï> ( y, y — xy f ) dx 2 = W(<£r, dy, y dx — x dy) ; 

F sera une fonction homogène et du second degré des trois va- 
iables dont elle dépend, et l’on aura, pour l’élément linéaire de 
i surface cherchée, l’expression 

r oN w ( dx, dy , y dx — x dy) 

ca ~ (AG~B*)* 

On peut interpréter comme il suit les résultats obtenus. 

Les lignes de longueur nulle de la surface sont définies par 
équation différentielle 

y>y—*y) = <>> 


ui est une équation de Clairaut et qu’on intégrera en supposant 
J constante. Dans le plan, y et^ — xy 1 peuvent être considérées 
omme les coordonnées d’une droite dont le coefficient angulaire 
eraity. L’équation précédente définit donc, en coordonnées tan- 
entielles, une conique quelconque et le dénominateur AC — B 2 
galé à zéro donnera l’équation en coordonnées ponctuelles de la 
nême conique. Il suit de là que les lignes de longueur nulle de la 
urface correspondent, dans le plan, aux droites qui sont tangentes 
cette conique. 

Nous avons déjà rappelé que l’équation (53) se conserve lors- 
u’on effectue une transformation homographique. En s’appuyant 
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sur cette remarquable propriété, on peut classer très simplement 
les résultats obtenus : 

i° Si la fonction $ se décompose en deux facteurs, la conique 
se réduit à deux points, nécessairement distincts puisque l’élément 
linéaire ne peut être un carré parfait. Amenons, par une homo- 
graphie, ces deux points à coïncider avec les deux points à l’infini 
sur le cercle. On aura alors 

;5g) 0 = i+/ 2 , 

et la forme correspondante de l’élément linéaire sera 

;6o) ds i = dx' 1 h- dy 2 . 

La surface obtenue sera plane ou développable. 

2 ° Si la fonction est indécomposable, on peut toujours la 
ramener par une transformation homographique, et même d’une 
infinité de manières, à la forme 

;6i) 4* = a 2 (i-t-/ s )±0' — xy'Y, 

ze qui revient à supposer que la conique est un cercle, réel ou 
maginaire, concentrique à l’origine. On trouve alors 

, n‘ i (dx i -+- dy*) ± (x dy — y dx) % 

. 62 ) «*“ ' 

Ces formes de l’élément linéaire sont identiques, aux notations 
Drès, à celles que nous avons déjà obtenues plus haut, au n° 599 . 
Vous reviendrons d’ailleurs sur ce sujet lorsque nous nous occu- 
serons de la Géométrie non euclidienne et des surfaces à courbure 
constante. 

608. Considérons maintenant le problème de M. Dini et pro~ 
3 osons-nous, d’une manière générale, de trouver deux surfaces 
jui puissent être représentées géodesiquement l’une sur l’autre. 
Soient 

ds 2 =s E duï 4- 2F du dv ■+■ G 
ds\ = Eî du * 2 Fi du dv 4** G| dv* 

es éléments linéaires de ces deux surfaces. Si l’on pose 

/ = /Ê+W+ G?*, 
fi = v/Ei •+* zïTi Gj p' 8 , 
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on peut dire que la même équation différentielle définit les courbes 
pour lesquelles l’une ou l’autre des deux intégrales 



est minimum. Par conséquent, d’après la proposition établie plus 
haut, cette équation difféi'entielle, qui est celle des lignes géodé- 
siques de la première surface, devra admettre l'intégrale première 




const. 


En faisant le calcul, on trouve 

EG — F 2 /Ei -h aFi 

K, G, — FJ f E-t-aFo'-f-Gf/* ) ~ const 


ou, en élevant les deux membres à la puissance 

/ EG — F* \ * Ei h- aFj G t p ' 2 
V H, G t - F ? ) "K -h •->. F o' -i- G p'* ~ const ‘ 

On peut mettre cette équation sous la forme 
.... / EG — F 2 V /n du* dudv n dv*\ 

(G3) (i^-Fj) ( h ‘ 7P + 2l,, lP~ + Gl ^) = const> ’ 


qui donne immédiatement le résultat suivant : 

Si une surface peut être représentée géodésiquement sur 
une autre surface, V équation différentielle de ses lignes géo- 
désiques doit admettre une intégrale première homogène et 

du second degré par rapport à ~ , ~ 


609. Nous sommes ainsi ramené à un problème que nous avons 
traité dans le Chapitre précédent; et il n’est pas difficile de re- 
connaître que la condition précédente, qui est nécessaire, est aussi 
suffisante. 

En effet, elle ne peut être remplie, nous l’avons vu, que dans 
les deux cas suivants : 


i° L’élément linéaire est réductible à la forme de Liouville 
(64) ds* = (U — V)(UJ du* h- V\ do*). 
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Alors l’équation des lignes géodésiques est 


U? du* _ Vf dp* 
U — a a — V 


et, en résolvant par rapport à la constante a, on a l’intégrale pre- 
mière du second degré 


( 65 ) 


(U ; ds* 


— a, 


qui est bien de la forme (63). En identifiant les premiers membres 
des deux équations, on obtient les relations 


F. 


= o, 


F=£S?3]'*. 


= (U — V)Uf V, 
= (ü- V)VfU; 


d’oii l’on déduit 


E,= 




v? 

V' 


La seconde surface aura donc pour élément linéaire 


( 66 ) 



ce qui s’accorde bien avec les résultats obtenus au n" 601. L’élé- 
ment linéaire avec deux constantes, donné par la formule (34), 
correspond à la forme plus générale 

m(a + h) = m(U- V) [uf(V h- h ) ~~ H- Vf ( U + />) [JJ I , 

que l’on peut donner à l’intégrale du second degré (65). 

2 ° 11 y a encore une intégrale du second degré quand l’élément 
linéaire est de la forme 


(67) ds* = 4(a?Y'-i- Y,) dx dy, 

donnée au n° §94. L’équation des lignes géodésiques admet alors 
l’intégrale première 

-aC-aY-<®Y'+Y,)g. 
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On peut l’écrire sous la forme 

- ; = ><*'"- - Y <> t *- - (•>*'+ ÿ' 

qui est bien du second degré par rapport aux dérivées 

En appliquant la même méthode que dans le cas précédent, on 
obtiendra l’élément linéaire ds K de la surface correspondante par 
la formule 


( 68 ) 


- , v , « r v dx dy (,r\ n -\- \ x )- 

~ at .rV - V x ) -y^ » — --- e/y*. 


Ce cas exceptionnel a été signalé, nous l’avons déjà dit, par 
M. Lie. Il échappe à la méthode de M. Dini, parce que la corres- 
pondance établie entre les deux surlaces est telle que le théorème 
de M. Tissot cesse d’être applicable. Nous rencontrons ici, en 
effet, Je cas d’exception que nous avons signalé, où une des deux 
familles de lignes de longueur nulle de la première surface admel 
pour homologue une famille de lignes de longueur nulle de la 
seconde. La correspondance étant imaginaire, nous nous conten- 
terons des indications précédentes. 


lïî. 


D 
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CHAPITRE IV. 


INTÉGR ILES HOMOGÈNES DE D1ÎCHÉ SlJPÉttIKl'K ET INTÉGR ILES 
d’une FORME DÉTERMINÉE. 


Division des intégrales en classes d’après le nombre de leurs facteurs linéaires 
distincts. — Équations aux dérivées partielles pur lesquelles on exprime qu’il 
y a une intégrale d’une forme déterminée. — Application un eus où l'élément 
linéaire est exprimé au moyen des coordonnées symétriques. — ■ Équations gé- 
nérales. — Première application; intégrale fractionnaire dont les deux termes 
sont linéaires par rapport à p et à q\ la valeur correspondante de X est l’inté- 
grale générale de l’équation E ; les solutions homogènes de cette équa- 

tion fournissent l’élément linéaire de certaines surfaces spirales que l’on peut 
déterminer par des quadratures. — Intégrale à deux facteurs distincts; première 
méthode. — Un cas particulier de l’intégrale à trois facteurs. ^ Intégrale à 
deux facteurs distincts; réduction du problème à l’intégration d’une équation 
linéaire qui admet un nombre illimité de solutions homogènes. 


610. Apres avoir fait une élude approfondie du eus où le pro- 
blème des lignes géodésiques admet, des intégrales du premier el 
du second degré, nous allons indiquer les résultats obtenus par 
Bouret les géomètres qui l’ont suivi en ce qui concerne les inté- 
grales de degré supérieur. Dans le Mémoire que nous avons cité 
plus haut, Bour avait considéré les intégrales entières et les avait 
classées d’après leur degré. M. Bonnet, dans des recherches restées 
inédites, a considéré, le premier, des intégrales fractionnaires (*). 


(*) L’éminent géomètre a exposé ces recherches dans un Cours fait à la Sor- 
bonne vers 1873. Considérant, en premier lieu, le cas où il existe une intégrale 
fractionnaire dont les deux termes sont du premier degré par rapport ù p et il <7, 
il a montré que, dans ce cas, on peut déterminer la valeur la plus générale de X 
(l’élément linéaire étant défini par lu formule ds* r= /j \ d>r dy ) et qu’il existe 
même certaines valeurs particulières de X pour lesquelles on peut obtenir des sur- 
faces admettant cet élément linéaire. Nous démontrerons plus loin ces résultats 
par une méthode nouvelle. M. O. Bonnet a dit aussi quelques mots du cas où H 
existe une intégrale du troisième degré admettant un facteur double. 
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Enfin, dans une série de Communications insérées en 1877 au 
tome LXXXV des Comptes rendus f RI. RIaurice Lévy a mis en 
évidence ce faiL intéressant qu’au lieu de classer les intégrales 
homogènes ç(/>, <7, u , e) d’après leur degré par rapport à p et à <y, 
il vaut mieux les classer d’après le nombre des facteurs linéaires 
distincts dans lesquels on peut les décomposer; c’est-à-dire que, 
si Von pose 

i=.n 

(1) o(p, q, 11, (’) = ()(«, l ') J !_'(/> — «/?)“•, 

i ~i 

il conviendra de réunir dans une même recherche toutes les inté- 
grales pour lesquelles le nombre n des facteurs est le même, les 
exposants constants a/ pouvant d’ailleurs changer quand on passe 
d’une des intégrales à une autre de la même classe. Comme il est 
permis de donner à ces exposants des valeurs négatives, la re- 
cherche ainsi entendue comprendra les intégrales fractionnaires 
aussi bien que les intégrales entières; et, de plus, si les intégrales 
sont entières, leur degré pourra prendre des valeurs quelconques 
sans que le nombre de leurs facteurs linéaires distincts soit changé. 

611 . Nous commencerons en indiquant une forme remarquable 
que Ton peut donner aux intégrales cherchées. Nous avons vu 
(n° 590 ) qu’elles doivent vérifier identiquement l’équation 

(a) U, ») = (>. 

Or si l’on pose, pour abréger, 

— U i(J , 

on a 

», .-n* 

i ~ l 

et un calcul facile permet de mettre l’équation de condition sous 
la forme 

( 4 ) (A,G)=|(A,f))+ 25 (A ’ S/)== °‘ 

Tous les termes du second membre contiennent en évidence le 
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facteur z'f ! , excepté le suivant 


qui paraît contenir le facteur si seulement à la puissance oc/ — 1 » Il 
faudra donc, pour que réquation soit vérifiée, que l’expression 
(A, £/), qui est du second degré par rapport à p et à ry, soit divi- 
sible par le facteur zi et, par suite, que Ton ait 

( A, Z [ ) — o, 

lorsque p et rj satisferont à l’équation 

*t — p — ai<l = o. 

Cette condition s’interprète aisément : elle indique que l’on 
peuL trouver une tonclion 9/, solution commune des deux équations 

, r )0 <)0 

AO = cens!.. 

Ou ôv 

En multipliant cctle fonction par un fadeur constant conve- 
nable, on peut toujours supposer qu’elle est solution de Tune des 
équations 

AO =r= i ou AO =s o, 

cl, si Ton désigne scs dérivées par pi et tj i9 on aura 



Remplaçant ai par cette valeur dans l’expression de s, on re- 
connaît qu’on peut donner aux intégrales cherchées la forme sui- 
vante 

i ~ n 

( 5 ) © - /(«’ l) )J [ ( Mi — qpi)*', 

l ~ 1 

ou pi , (fi désignent les dérivées d’une fonction Û/, solution particu- 
lière de l’une des équations 

(G) AO/ = I OU AO/ as o. 

Cetlc expression, que nous adopterons dans la suite, simplifie 
beaucoup les calculs. Il résulte de la formule (O que, dans tous 
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^9 


les cas, réquation de condition 
(7) <^?) = o 

sc ramone alors à une équation homogène et du premier degré par 
rapport à p et à q . E11 égalant à zéro les coefficients de p et de <7, 
on aura donc seulement deux équations de condition. Si l’on 
ajoute d ccs deux équations les n relations (6), on aura exprimé 
loutes les conditions du problème et écrit toutes les conditions 
qui doivent être vérifiées par les fonctions /, 9/ et les coefficients 
E, F, G de l’élément linéaire. 

612. Pour développer les calculs, supposons que Ton ait choisi 
des coordonnées symétriques. L’élément linéaire aura pour ex- 
pression 

( 8 ) cls“ = 4 X dx dy ; 

l'équation à intégrer deviendra 
(<)) pq^^i 

cl o prendra la forme suivante 

(10) 9 — /(.r, y)p*qHpÇi — VP\) m ' • • • — Çp*) mi - 

Les équations (6) deviendront ici 

(1 1 ) piq 1 =/? 2 q* = • • • - Pktfk = x - 

L’équation (7) deviendra, de meme, 



[a V 1 ^ lo ^ X . ["& ,„V 1 r)lo ^ X = 0. 

" h [p h jimÀ pqt — qp/j dx L <1 — a P 1 J °y 

Effectuons les réductions en tenant compte des équations (11) 
H de leurs dérivées; nous trouverons 



En égalant à zéro les coefficients de p et de q , on est conduit 
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7 ° 

an k. deuK. équations 

à log/ ^ <)jogÀ V m 1 7 * = o 
<Ar />/ 

ùjozf _ jHosà y tj_ = 

0 /J ‘ ‘ üy q L 

que l'on peut intégrer immédiatement et remplacer par les sui- 
vantes 

(/Àvr^---/>r = V' 

" ,J) ) ftfç?'qT'...9P = \ 

où X et Y désignent des fonctions arbitraires dépendant respecti- 
vement de x et de y\ et il ne reste plus qu’à trouver les solutions 
les plus générales du système des équations (i i) et (ia). On a 
ainsi A 4- 2 équations contenant k-\- a fonctions inconnues : /, \ et 
les k fonctions 8/. 

Posons 

t s = .4- m/c ■+■ a — (3, 

t 1 j) \ 

( s = 4- ... 4- 7«4 H- p — a. 

Nous allons montrer que l’on peut, en choisissant convenable- 
ment les coordonnées symétriques, réduire à l’unité la fonction X 
si la somme 5 n’est pas nulle, et la fonction Y s’il en est de même 
de la somme s'. 

Supposons, en effet, que l’on change la coordonnée x et qu’on 
la remplace par une fonction de x 

(i4) 2*1 = <?(#)• 

Il faudra remplacer A par \z> f (x), p par py\x), pi par pio\x), 
et, par suite,/ par /[©'(a? )]”*“?, afin que l’expression de cp définie 
par la formule (io) ne soit pas changée. La première des équa- 
tions ( 12 ) ne sera pas altérée, mais la seconde sera remplacée 
par une équation toute semblable où figurerait dans le second 
membre, à la place de X, la nouvelle fonction 

(.») X, = X[-/(x,]..x(g!)'. 

lotîtes les fois que s ne sera pas nul, il est clair que l’on pourra 
caoisir pour x { une fonction de x telle que la nouvelle valeur X 1 
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Je X se réduise à l’unité. On démontrera de même que, si s f n’est 
pas nul, on peut réduire Y à l’unité. 

Si la somme s est nulle, la fonction X demeure toujours la 
nême; mais le changement de variable permet, si elle n’est pas 
constante, de la réduire à telle forme que l’on voudra, par exemple 

i x ou à -• Nous aurons à faire usage de cette remarque au nu- 
co 

néro suivant. 

Nous ne poursuivrons pas davantage l’étude de la méthode 
générale, et nous nous attacherons de préférence aux exemples 
Darticuliers suivants, dans lesquels on peut achever les inté- 
grations. 


613. Supposons d’abord que l’on prenne 
16) k = 2, a = 3 = o, = — m 2 = 1 . 

3n aura 

t -1 - = f PÏLZLÎÜl 

L’intégrale <p est fractionnaire et linéaire. C’est le cas considéré 
>ar M. O. Bonnet. Les équations (12) deviennent alors 


18) 





ïlles donnent, par suite, 


r 9) 


j P - XY, 


\=pi> /i. 


Si les fonctions X et Y se réduisent Tune et l’autre à des con- 
tantes, on reconnaîtra aisément que la surface est développable. 
£cartons ce cas exceptionnel; il n’y aura à examiner que les deux 
lypothèses suivantes : 


i° Une seule des fonctions, X par exemple, se réduit à une 
ionstante, l’autre dépendant réellement de r. Ce fait exceptionnel 
îe peut se présenter que pour des surfaces imaginaires. Un calcul 
pie nous omettons conduit aux surfaces, déjà considérées au 
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11° 59 1 , dont l'élément linéaire est réductible à la forme 
ch 1 - — {(rY'-t-Y Oclxdy. 

L'intégrale linéaire et fractionnaire correspondante à cette forme 
n'est autre que l'intégrale (22) du n° 594 dont le premier membre 

serait divisé par On trouve ainsi 

. i = x£- 2 Y 
<7 

ou, plus généralement, 

__ Ap — 2 Y q -h m'q 
~~ \p — zYq -T- mq 5 

/h, m l désignant des constantes quelconques. 

: i 0 Si X et Y sont de véritables fonctions, et non plus des con- 
stantes, on pourra toujours, en choisissant convenablement les 
coordonnées symétriques, les réduire aux formes suivantes 


{ 20 ) 

X = 

I 

— ? 

Y : 

I 



X 


~~ y 

On aura alors 





( 21 ) 

Pi — Pi^/ 

r y 
— , 

X 

?2 

h 


L’élimination de ü 2 nous conduira à l’équation 

l(Vï)-s(V?)' 

dont le développement donne 


02 ) s l (x—y)—lp l -s-lq 1=0 . 

Nous retrouvons l’équation E^, ^ J dont nous avons déjà 

donné l’intégrale au Chapitre III du Livre IV [II, p. 69]. 

Si 1 on substitue les valeurs de f, p 3 et dans l’intégrale (17), 
elle devient 


o = EîrzMi 

* pqix — qpiy 




614. L’intégrale générale de cette équation est de forme très 
compliquée; mais nous avons indiqué les moyens d’obtenir un 
nombre illimité d’intégrales particulières très simples. 

Par exemple, les intégrales homogènes de tous les degrés, 
définies au n° 347 [II, p. 07], peuvent être utilisées et conduisent 
à des éléments linéaires pour lesquels \ estime fonction homogène 
de x et de y . Ces intégrales homogènes offrent de l'intérêt parce 
qu’on peut alors déterminer non seulement l’élément linéaire, mais 
aussi certaines surfaces qui admettent cet élément linéaire . 

Cela résulte du théorème suivant : 

Toutes les fois que , dans V élément linéaire défini par la 
formule 

ds~ = E du 2 + 2F + G dv -, 

E, F, G sont des fonctions homogènes du même degré m, cet 
élément linéaire convient à une infinité de surfaces que Von 
pourra déterminer par des quadratures . Ce sont des surf aces 
spirales [I, p. 107] si m est différent de — 2, et des hélicoïdes 
ou des surfaces de révolution si m = — 2. 

Si l’on fait, en effet, la substitution 



(23) 


u = e v \ 
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l'élément linéaire prend la forme 

< ' ) ds 2 = ^ ,/M+21y "[A du ' 1 -h 2 B du' dv'-\- G cfr' 2 ], 

ou A, B, C sont des fonctions de u\ et qui conduira aisément au 
théorème précédent si on la rapproche des résultats donnés au 
Livre I, Chapitre IX [I, p. 109 ]. 


61o. Envisageons maintenant le cas plus général caractérisé 
par les hypothèses suivantes 

I 2 > ) a = ^ = mi = ni' t = . . . = o, 

m { et m 2 étant quelconques. En élevant l’intégrale à une puissance 
convenable, on ramènera à Limité. Nous poserons, pour la 
commodité des calculs, 

7)12 = 2 771 — I . 


Les sommes s et s', définies par les formules (i3), ne seront pas 
nullesici et l’on pourra, par suite, réduire X et Y à l’unité. Les 
deux équations ( 12 ) nous donneront alors 

( ,? - 6 ) ’ fpiPÏ n - l = 1, = 


On tire de là en multipliant 

/ 2 * 2 '“= 1 


et, par suite. 


Pt =* ^ m p\~ ln \ ?i= Inq'-*» 1 ; 


ou, en remplaçant A par sa valeur 

( a 7) pi - qi = Pl l q\~ m ; 

et il suffira d’écrire que l’expression 

P\~ m q S* dx +• p™q\~ m dy 

est une différentielle exacte pour obtenir l’équation aux dérivées 
partielles 


( 2 B) 




1 -ni 

r 2 ■+ 


I — 7)1 
771 



à laquelle devra satisfaire 9 2 . Une transformation bien connue de 
Legendre ramènerait cette équation à la forme linéaire; mais nous 
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allons revenir plus loin, par une autre méthode, sur le cas des 
deux facteurs distincts. Remarquons seulement que, pour m = i , 
on trouve l ? équation 

A> = 7*2 j 

qui correspond aux intégrales du second degré. 

616. Voici encore une autre hypothèse dans laquelle on peut 
obtenir la détermination effective de la valeur de A. Supposons 
que le nombre k des fonctions 8* se réduise à U unité, mais que les 
exposants a et j3 ne soient pas nuis. On pourra, en élevant ç à une 
puissance convenable et en la multipliant par une puissance de 

ramener les valeurs de a, [3, m { à satisfaire aux conditions 

( 29 ) *=— P, /??i=f. 

On aura ici 

s = 2 a -f- i , s = i — 2a. 

et, par conséquent, si la valeur absolue de a n’est pas égale ('), 

on pourra remplacer par l’unité les deux fonctions X, Y qui figu- 
rent dans les deux équations ( 12 ). On aura ainsi 

(30) /X*pi=i, 
ce qui donne 

(30 P = ï 

et, par suite, 

, „ . > 1 — * * 1 + a 

(32) P i=*=A a , £l = ^ . 

En exprimant que p K et q { sont les dérivées d’une même fonc- 
tion, on obtient pour l’équation linéaire 

0-* a )* -a ë = (' + 2*A a j|’ 


(O Uhypotlièse a = =h ^ ne poui'rait conduire qu’à des surfaces imaginaires. 



-<*, LIVRE VI. — CHAPITRE IV. 

dont l'intégrale générale est donnée parla formule 

( 3 }) ( \ -h '2a)). a /4-fi — aa) A~ a .r = o(X). 

Telle est la relation qui fera connaître A. L'élément linéaire 
correspondant pourra convenir à des surfaces réelles si a est pure- 
ment imaginaire et si o(a) désigne une fonction réelle. 


617. Nous allons maintenant revenir aux intégrales à deux fac- 
teurs distincts pour les traiter par une méthode plus simple. 

Soit 


{ 34 ) ? = v)(pq\—qp\) m (pq%— qpi)~ l 

une telle intégrale, écrite avec des variables tout à fait quel- 
conques. Si Ton rapporte la surface aux deux familles de courbes 
coordonnées 

O^const., Oi=const., 

l’intégrale considérée se ramènera à la forme simple 


(35) 


? = 



où h désigne une fonction inconnue de u et de p. D’ailleurs les 
deux familles coordonnées étant formées de courbes parallèles, 
l'élément linéaire de la surface aura pour expression (n° 527) 

7 0 du- dv~-r- 2 cosse du dv 

< ds* = ; 

sin 2 a 

On aura ici 


(37) AO = p- -f- q- — ipq cos a. 
Posons 

(38) cosa = X, 
et écrivons l'équation de condition 

(A,o) = o; 

nous serons conduits aux deux relations 


( 3 <j) 


d\ dh 

A-r h h =0, 

àv dv du 


dh 

du 


rdl dh 

■ rnh = o, 

du dv 
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qui détermineront à la fois A et h. Comme la première s'écrit 



dh 
du ’ 


on y satisfera en prenant 
Mo) 


. dz 

A il — — — 5 

OU 


1 

h = — , 

do 


7 désignant une fonction auxiliaire. 
On a donc 

à z 

> du 

A = — ; , 

dz 


ÔV 


do 


et, en portant ces valeurs de h et de dans la seconde équation, 
on trouve 


(4 U 


dz / d-z c ) 2 ct \ àz 

do ‘ m du*) du 


ôu (l + m ^£h=°- 


Effectuons la substitution de Legendre et posons 


dz 

X ~~ dû' 


dz 

y=d;' 


, ^ 
' du 


dz 

V do' 


z, considérée comme fonction de x et de j*, sera définie par l'é- 
quation 

(42) y O' -T- mt ) H- = o, 

qui est linéaire et beaucoup plus simple de toute manière que 
celle du n° 615. 

On aperçoit immédiatement une infinité de solutions homogènes 
de cette équation 

mx 2 — y 2 , 3 xy 2 — (1 2 m )x z 7 
et, d’une manière tout à fait générale, 

«nFflnü, zie, il), 

\ 2 2 2 X 2 J 

F désignant la série hypergéomé trique de Gauss ou toute autre 
solution de l’équation du second ordre à laquelle satisfait cette 
série. Il sera donc aisé, si l’on suit les règles employées en Physique 
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mathématique, de former des séries ou des intégrales définies sa- 
tisfaisant à l'équation et contenant des constantes ou des fonctions 
arbitraires. 


018. On pourrait aussi essayer d’appliquer à l’équation (4a) les 
méthodes exposées dans le Livre IV; mais, pour cela, il faudrait 
commencer par la ramener à la forme normale en intégrant l'é- 
quation différentielle des caractéristiques. Cette intégration est 
possible, mais elle parait conduire à un résultat compliqué. 

Si l'on pose 

U3) y — x\! ni -h y, f — x\/in —y, 

l'équation prend une forme un peu plus simple. 

Elle devient 

[('3m -f- ux — { i — ni )y J r' — [( 3/?i 4- r (i — = o. 

Dans le cas où l'on a 

die se réduit à la suivante 


( 


\\) yr'—xt'= o. 

Les équations des caractéristiques sont alors 


Posons 


3 3 

y x ±l y 1 = const. 


i i i 
4^4-/-*= a 2 , 



l'équation prendra la forme nouvelle 


à ^ dz dz 

dz d ! 'j m dz ‘ 11 d[i ’ 

où m et 72 sont des fonctions à déterminer. On obtient leurs va- 
leurs rapidement en employant l’artifice suivant. L’équation (44) 
admet évidemment les deux solutions 



Exprimant que ces solutions appartiennent à la nouvelle équa- 
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lion, on trouve les deux relations 

m -+- n — o, -f- ^ = (m — ?i)( a — jü), 
d'où l’on déduit 


m =— n = g-, 

6 a-p 

et l'équation devient 

o i àz t I d-3 

'-î 5 - 1 (a— 6da + 6dp 


O. 


C’est l’équation eQ> -Jî qui rentre dans celles que nous avons 

étudiées et intégrées [II, p. 54]. 

L’intégrale correspondante 



peut, par une élévation à la puissance — 3, être remplacée par 
une autre 


(46) ù = h-*pq\ 

qui sera entière et du quatrième degré , mais aura un facteur 
triple . Ainsi nous savons déterminer complètement la forme de 
l’élément linéaire qui correspond à ce cas spécial de l’intégrale 
homogène du quatrième degré. 


619. Les recherches précédentes admettent pour point de 
départ la classification des intégrales que nous avons donnée au 
n° 610, d’après Bour, MM. O. Bonnet et Maurice Lévy. Mais, au 
lieu de séparer les intégrales d’après leur degré ou le nombre de 
leurs facteurs distincts, on peut se demander s’il en existe d’une 
forme déterminée, s’il y en a, par exemple, qui ne contiennent pas 
quelques-unes des variables /?, q . En nous plaçant à ce point 

de vue, nous avons été conduit aux deux résultats suivants, qui 
nous paraissent nouveaux et que nous allons présenter d’une ma- 
nière synthétique. 

Si l'on pose, pour abréger, 


E 

& “ EG — F 2 ’ 


( 47 ) 


G 

e= EG — F 2 ’ 


f— EG — F*’ 
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So 

l’équation qu’il s’agit d'intégrer sera 
, J8j AS = ep> -T- %fpq -h gq- = i . 

Supposons que e, /, g 4 aient les valeurs suivantes 
f e — au -T- bv — c, 

(im ] /= a' u -i-b'v + c', 

( g = a”u -T- b"v + c", 


qui sont linéaires par rapport à u et à on reconnaîtra aisément 
qu’il existe une intégrale <p ne dépendant que de p et de q. 

En effet, si l’on suppose © indépendante de h et de y, l'équation 
de condition 

(A ?) = o 

nous donne simplement 

do ào 

^{ap^~ ia!pq -h a!' q'-)-r- ^ ( £/? 2 -b -+- 6"#-; = o. 

Les coefficients ne contenant ni a ni il existe bien une fonc- 
tion s qui satisfait à cette équation aux dérivées partielles. Pour la 
déterminer, il faudra intégrer l’équation homogène 

dp ( bp 2 -T- *2 b'pq -h q 2 ) — dq{ ap 2 -h 2 a'/»# -f- «" q*) — o. 


Par exemple, on pourra prendre 


t }o ) 



(bp-^-îb’ pq -h b” q-) dp — ( ap--h oa'pq -h 
p(bp i -i- o.b' pq -H — q(ap 2 -r- 'la'pq -h 


Des formules ( 47 ) on déduit facilement l’élément linéaire de la 
surface. On a, en effet, 

, ' ,n e s-f l = ëg^fï’ 

et Ton déduira de là 


( 5*2 ) 




G = 


e 


— / 2 


620. Nous laisserons au lecteur le soin de faire la discussion de 
tous les cas particuliers qui peuvent se présenter ici et qui sont 
assez nombreux. Nous indiquerons seulement les suivants. 
Prenons d’abord 


( 53; 


u. 


e=i\ /= o, 
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L'élément linéaire sera donné par la formule 


(54) 



dv 1 


IL 


Si 


L'intégrale », qui se réduira ici à ^ log(/> 3 — q 3 ), nous donnera 
Féquation 

(55) /> 3 —y 3 =C, 
qu’il faudra joindre à la suhante 

(56) rp*-huq* = i, 

pour déterminer /? et q . Ce cas spécial a été déjà signalé par 
Laguerre ( 1 ). 

L’élément linéaire étant homogène, on pourra déterminer effec- 
tivement des surfaces spirales qui admettent cet élément (n°61i). 
Il en est de même, dans le cas général, toutes les fois que les fonc- 
tions e, /, g ne sont pas linéairement indépendantes. Alors une 
substitution de la forme 

u | u -h a, v | v -f- £ 

permettra de rendre homogène l’élément linéaire de la surface. 
Nous signalerons encore le cas particulier suivant 

(5;j e = u, f = mv, # = i. 

On aura ici l’intégrale 

1 58 ) p lm = Cq, 

en sorte que p et q seront déterminés par cette équation jointe à 
la suivante 

( 5g ) up- -r- •>. mvpq -t- q 1 — i . 

Mais on peut trouver une seconde intégrale en remarquant que, 
si l’on fait la substitution 

(,6o) v- — 'i i ,r , 


( l ) Laguerre, Sur un genre particulier de surfaces dont on peut déter- 
miner les lignes géodésiques ( Bulletin de la Société mathématique, 1. 1, p. Si; 
iS 7 3). 


D. — III. 


6 
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l’équation précédente devient 

iGi; up°-~\mv'pq'^-iv'q"-=i, 

et appartient encore à la forme que nous étudions. 11 y a donc une 
nouvelle intégrale de la forme 

Ü(P, ?') = o. 

En la recherchant et en la combinant avec l’intégrale (58), on 
obtient le résultat suivant : 

< 7 2 n , 

( 02 ) = 

L'élimination de p et de cj entre les trois équations (58), (5g) 
et (62) donnera en termes finis l'équation générale des lignes 
géodésiques. 

L'élément linéaire de la surface correspondante a pour exprès- 


du- — o mv du dv u dv 2 


Si l’on introduit la variable r', il prendra la forme homogène 

v'{ du 2 — 2 ni du dv') -f- - dv ' 2 

( 04 ) ds 2 = 7 — * 

v v {u — 2 m- v ) 

On pourra donc encore obtenir des surfaces spirales admettant 
cet élément linéaire. 

621. Considérons maintenant les surfaces dont l’élément li- 
néaire est réductible à la forme générale 

( 65 ) ds 2 == V [ du- -f- ( u -h V t ) 2 dv 2 }, 

où V, X \ désignent des fonctions quelconques de p. L'équation à 
intégrer devient ici 


Cherchons si l'on ne pourrait pas y satisfaire en prenant pour f 
une fonction linéaire par rapport à u 

6 = P u -f- Q, 
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P et O étant des fonctions de v. On trouvera ainsi la condition 




qui nous conduit aux deux équations 

(6;) O'^P'Yj. p2^p'2-y. 

Il faudra donc d’abord intégrer l’équation différentielle 
fl , (dV * 

(es, ps+ (5f;='- 


puis O se déterminera par une quadrature 
( 69 ) O “ 1 dV. 

L'intégration de l’équation différentielle introduira la constante 
arbitraire dont la présence est nécessaire pour assurer la généralité 
nécessaire à la solution 9. 

Ici, on le voit, le succès est moins grand que dans les exemples 
précédents. On n’a pas la solution complète du problème; mais 
on a fait un pas vers cette solution et l’on peut dire que l’on a 
ramené l'intégration de l'équation différentielle du second ordre 
des lignes géodésiques à celle de l’équation (68), qui est seule- 
ment du premier ordre. 

Dans le Mémoire que nous avons cité plusieurs fois, M. Lie avait 
déjà signalé une proposition du même genre relative à la détermi- 
nation des lignes géodésiques des surfaces spirales. Ce premier 
résultat se trouve compris comme cas particulier dans celui que 
nous venons d’établir. On reconnaît, en effet, très simplement que 
l'élément linéaire (65) se réduit à celui des surfaces spirales les 
plus générales quand on y fait 

Yï = o. 

O n a alors 


( yo ) ds 2 = Y ( du-- i- u 2 dv 2 ), 

et, si l’on effectue la transformation définie par les formules 
(70 u = e*'. 


/V dç = du'. 
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on est conduit à la forme 

qui convient, nous l’avons déjà remarqué (n° 90), à une infinité 
de surfaces spirales. 

Dans ce qui précède, nous avons déjà appris à déterminer com- 
plètement les lignes géodésiques d’un nombre illimité de surfaces 
spirales. De là résulte, on le reconnaîtra sans peine, qu’on pourra 
intégrer l’équation différentielle (68) dans un nombre illimité de 
cas et, par suite, déterminer, pour une infinité de formes de la 
fonction V, et quelle que soit la fonction V, , les lignes géodé- 
siques des surfaces correspondantes (*). 

L’élément linéaire défini par la formule (65) peut être trans- 
formé de la manière suivante. Nous avons déjà montré [n° 70] que, 
si l’on pose 

< - 3 ) ds'*=du*+(u-4-V t )*dv*, 

ds' sera l’élément linéaire d’un plan rapporté à des lignes droites 
(e=const.) et à leurs trajectoires orthogonales (« = const.). 
Soient x et y les coordonnées rectangulaires d’un point de ce 
plan, qui seront des fonctions de u et de v. On aura 

ds ' 2 = dx- -+- dy 2 , 

et, par suite, on pourra ramener ds- à la forme suivante 
(; 4 ) ds* = V(dx’--^dy*). 


(‘) Une surface spirale peut être soumise, nous l’avons vu, à une déformation 
homothétique continue, dans laquelle la surface ne cesse pas de coïncider avec 
elle-même. Dans cette déformation progressive, une ligne géodésique vient occuper 
une série continue de positions dont l’ensemble constituera une famille. Les 
trajectoires orthogonales de cette famille de géodésiques se détermineront tou- 
jours (n 0B 523 et 533) par une simple quadrature qui fera connaître une solution 
de l’équation 

* A0 = i; 

cette solution particulière est précisément celle que nous obtiendrons ici par 
l’intégration de l’équation (68). Toutes les fois que l’on saura déterminer par 
une méthode quelconque les géodésiques de la surface spirale, on pourra donc 
aussi obtenir par une quadrature l’intégrale générale de l’équation correspon- 
dante (68). 
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Vest une quantité qui doit demeurer constante avec v, c’est-à-dire 
sur les droites d’une famille donnée; elle sera nécessairement dé- 
terminée par une équation de la forme 

( 7 y } y = ar?(Y) + <KV). 

Telle est l’expression nouvelle que l’on peut donner à l’élément 
linéaire (65). 

Si l’on applique maintenant le principe de la moindre action 
[II, p. 45o], on reconnaîtra que la détermination des lignes géodé- 
siques équivaut à la solution d’un problème de Mécanique dans 
lequel la fonction des forces serait Y et l’équation des forces vives 

— 2 Y. 

De là résulte le théorème suivant : 

La solution de tout problème de Mécanique dans le plan 
pour lequel il existe une fonction des forces , les lignes équi - 
potentielles étant des droites d’ailleurs quelconques, se ramène 
a V intégration d’une équation différentielle du premier ordre 
et du second degré de la forme (68). 
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CHAPITRE V. 

LE PLUS COURT CHEMIN ENTRE DEUX POINTS DUNE SURFACE. 

Comparaison d'un segment de géodésique à tous les chemins infiniment voisins 
réunissant ses extrémités. — Considérations géométriques; enveloppe de toutes 
les géodésiques passant par un [point. — Énoncé d’une propriété générale qui 
s’applique à un grand nombre de problèmes de maximum. — Méthode analy- 
tique de M. O. Bonnet. — Détermination des géodésiques infiniment voisines 
d’une géodésique donnée. — Deux théorèmes de Sturm sur les équations diffé- 
rentielles linéaires. — Application aux lignes géodésiques. — Formule qui 
donne la variation de longueur d'un arc de courbe quelconque. — Conditions 
auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points d’une surface 
limitée d’une manière quelconque. — Extension que l’on peut donner au pro- 
blème du plus court chemin. — Introduction de la notion de la longueur ré- 
duite d’un segment de géodésique due à M. Christoffel. 


622. Nous avons vu que, si l’on prend deux points suffisamment 
rapprochés A. et B sur une géodésique, cette ligne sera le plus 
court chemin entre les deux points. Mais la démonstration que 
nous avons donnée cesse, en général, d’ètre applicable quand les 
deux points s’éloignent l’un de l’autre. 

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de la sphère. Dans ce 
cas, la géodésique sera un grand cercle; si l’arc AB, d’abord plus 
petit qu'une demi-circonférence, augmente et finit par dépasser 
cette limite, il cessera d'ètre la ligne la plus courte entre À et B. 

Nous allons considérer une surface quelconque, et nous nous 
proposerons le problème suivant : Étant donnés deux points À 
et B sur la surface , déterminer le plus court chemin entre ces 
deux points. Il est impossible de résoudre ce problème d’une ma- 
nière générale ; mais nous allons faire connaître différentes propo- 
sitions qui permettront de l’aborder dans chaque cas particulier. 

Construisons toutes les géodésiques passant en un point A de 
la surface et soit ( g ) l’une d’elles ( fig . 3g). Supposons que la 
géodésique infiniment voisine (g r ) aille rencontrer (g) en un ou 
plusieurs points et désignons par B 7 celui de ces points qui est le 
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p] Lls rapproché de A. Je vais montrer que, si Ton prend un point 
B sur la ligne ( g), l’arc AB sera plus petit que tout autre chemin 
infiniment voisin réunissant les mêmes points, tant que le point 
B sera situé entre A et B'. 

Fig. 39. 



En effet, supposons que le point B soit entre A et B'. Menons 
par le point A deux géodésiques AC, AC' qui iront rencontrer AB 
pour la première fois en des points voisins de B' et considérons la 
région de la surface limitée par la courbe CDED'C'C formée du 
trait C'C réunissant les deux géodésiques et voisin de B, des deux 
portions CD, C r D' de géodésiques et de la courbe DED' entourant 
le point A. Il est clair que la région ainsi définie jouit de la propriété 

Fig. 40. 


c 



que, par un quelconque de ses points et par le point A, il passe 
une seule géodésique située tout entière dans la région. Alors les 
points de la région pourront être rapportés au système de coor- 
données cur\ilignes formé des géodésiques passant en A et de leurs 
trajectoires orthogonales; la démonstration du n° o2l s’appliquera 
sans modification, Tare AB sera plus court que tout autre chemin 
tracé sur la région et, par conséquent, que tous les chemins infini- 
ment voisins. 

Nous allons voir que cette propriété ne subsiste plus quand le 
point B est au delà de B'. Pour cela nous emploierons la notion 
suivante, qui est due à Jacobi ( 1 ). 


C 1 ) Voir , par exemple, Jacobi, Vorlesungen über Dynamik. Sixième Leçon. 
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Puisque* nous supposons que la ligne géodésique (g) est ren- 
contrée par les géodésiques infiniment voisines partant de A, nous 
poinons admettre que cette propriété appartient à une infinité de 
géodésiques passant en À, que ces géodésiques ont une enveloppe. 
Soit PO cette enveloppe ( fig . 40 et soient AB', AB', deux lignes 


Fig. 41. 



géodésiques lu touchant en deux points B', B' . La ligne PQ pou- 
\&nl être regardée comme la développée du point A, on aura, 
quelle que soit la grandeur de Y arc B' B',, 

arc AB' = arc AB* - 4 - arcB^B'. 

Cela résulte immédiatement de la formule relative à la différen- 
tielle d'un segment de géodésique, donnée au n° 32o [II, p. 417]. 

D'autre part, l’enveloppe PQ ne sera jamais une ligne géodé- 
sique. En effet, en chacun de ses points, elle est tangente à une 
des lignes géodésiques partant de A, et l’on sait qu’il y a une seule 
ligne géodésique passant par un point et y admettant une tangente 
déterminée. Donc la ligne PQ ne saurait être géodésique. 

D'après cela, si l’on considère le chemin formé par AB< et par 
l’arc B'jB', chemin qui est égal à l’arc AB', il sera possible de 
substituer à la seconde partie B' B' de ce chemin une route plus 
courte. Remarquons d'ailleurs que, si est infiniment voisin de 
B', le nouveau chemin sera infiniment voisin de AB'; donc Tare 
AB 1 peut être remplacé par un chemin infiniment voisin et plus 
court. 

Il en sera de même, a fortiori , si le point B est au delà de B'; 
car il suffira, pour obtenir un chemin plus court que l’arc AB, de 
prendre l’un des chemins plus courts que AB' qui aboutissent en 
B' et ensuite de parcourir l’arc B'B. 

623. La démonstration précédente repose sur des considérations 
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de continuité et sur l’hypothèse de l’existence d’une enveloppe. 
Nous allons en donner une autre plus analytique. Mais auparavant 
nous appellerons l’attention sur un fait qu’elle met en évidence, 
et qui est un cas particulier d’une loi qui paraît s’appliquer à tous 
les problèmes de maximum ou de minimum. 

Reprenons l’arc AB' égal au chemin AB, B' et supposons qu’en 
substituant à l’arc B'B', de l’enveloppe la route la plus directe 
entre ces deux points, on raccourcisse la route d’une longueur h. 
On pourra donc aller de A en B' par un chemin égal à AB' — A, 
h étant une quantité finie. Prenons en avant de B' un point [3. On 
pourra y parvenir, soit par l’arc A [3 

À? = AB'— B f p, 

soit par le chemin AB' — h qui passe en B' auquel on fera succéder 
le chemin B' S 

AB'- h -T- B' (b 

Or ce second chemin sera plus court que le premier A [3 tant 
que B' [3 sera inférieur à la quantité finie Donc la ligne géodé- 

sique cessera d'être le minimum absolu avant de cesser d'être 
minimum relativement aux chemins qui s'en écartent infini- 
ment peu . 

En résumé, il y aura autour du point A deux: courbes distinctes : 
l’une sera le lieu du premier point où chaque ligne géodésique est 
rencontrée par une autre géodésique de longueur égale; l’autre 
sera l’enveloppe des lignes géodésiques. Si le point B se déplace 
sur une des géodésiques AX ( fi g . 4^), le chemin AB demeurera 


Fig. 4 2 - 



le minimum absolu tant que le point B n’aura pas atteint le point 
G de la première courbe pour lequel la géodésique devient égale à 
une autre géodésique terminée aux mêmes points. Cela est évi- 
dent, car le chemin AB, qui est le plus court lorsque le point B 
est très voisin de A, ne peut perdre cette propriété qu’au moment 
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où il deCent égal à un autre chemin. La ligne AB cessera d'èlre 
minimum absolu dès que le point B dépassera le point C (<), 
mais demeurera minimum par rapport aux chemins infiniment 
voisins, tant que B n’aura pas atteint le point où l’enveloppe des 
géodésiques est touchée pour la première fois par AX. 

Dans certaines surfaces exceptionnelles, les deux courbes pré- 
cédentes pourront se confondre et la loi que nous signalons dis- 
paraîtra. C'est ce qui a lieu, par exemple, dans le cas de la sphère 
ou pour l'ensemble des méridiens d'une surface de révolution. 

La loi générale que nous venons de signaler se retrouve dans 
l'étude de tous les problèmes de maximum ou de minimum. Con- 
férons, par exe eu pie, une courbe plane PP' (fig. <3), et suppo- 



qu'ilsons s'agisse de trouver le plus court chemin d’un point M 
pris dans le plan de cette courbe à la courbe elle-même. Ce chemin 
ne peut être, comme on sait, qu’une des normales menées de M 
à la courbe. 

Considérons l'une d’elles, normale en P, et soit C le centre de 
courbure relatif au point P. Le Calcul infinitésimal nous apprend 
que, tant que M sera du meme côté que le point P par rapport à 
C, la normale MP sera plus courte que tous les chemins infiniment 
voisins. Mais supposons que M vienne en C et soit G'P' une autre (*) 


(*) En effet, suit D' une position de B un peu au delà de C. Le chemin AD' 
est égal au chemin AMDCD', et il est évident que l’on raccourcira ce dernier 
chemin si, arrivé en un point D très voisin de C, on se dirige directement vers 
le point D' par Tare DD'. Il est donc impossible que AD' soit le plus court 
chemin entre A et D'. 
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normale à la courbe. D’après les propriétés delà développée, nous 
aurons 


et, par suite, 


GP = C'P'-f-arcCC' 
CP > C'P'-r- corde GG'. 


On démontrera par suite, comme on l’a lait plus haut, que la 
normale MP cessera d’être le plus court chemin d’une manière 
absolue avant que le point M soit venu se confondre avec le 
point G. 

Comment cela peut-il s’expliquer? Quand le point M s’est 
déplacé de P vers C, il y a eu un instant où une autre normale 
menée à la courbe a eu la même longueur que MP. Ensuite, cette 
seconde normale devient la plus courte; mais MP, qui a perdu la 
propriété d’être le minimum absolu, demeure encore plus courte 
(jue tous les chemins infiniment voisins jusqu’au moment où le 
point M vient coïncider avec le centre de courbure. Une discussion 
complète du problème doit donc faire intervenir, en même temps 
que l’enveloppe des normales, le lieu des points d’où l’on peut 
mener à la courbe deux normales égales. C’est ce que montre 
clairement l’exemple de l’ellipse ( fig . 44)- Ici le lieu des points 



d’où l’on peut mener deux normales égales se compose des deux 
axes, et toute normale PH rencontre le grand axe en H avant de 
devenir tangente à la développée en C. Quand le point M sera du 
même côté que P par rapport à H, il y aura minimum absolu; de 
H à C, le minimum n’aura plus lieu que relativement aux chemins 
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infiniment voisins. Au delà de C, la normale ne sera plus d’aucune 
manière un chemin minimum. 

On serait conduit à une discussion analogue si l’on demandait 
le chemin rectiligne le plus long que l’on puisse mener d’un point 
à l’ellipse. 

624. On peut étudier la question que nous venons de résoudre 
en suivant une méthode toute différente qui conduit à des proposi- 
tions élégantes et qui a été employée en premier lieu par M. Ossian 
Bonnet ( * ). 

Soit MQM' une ligne géodésique (fi g. 45). Pour déterminer les 

Fig. 45. 


p 



points P de la surface qui sont dans le voisinage de cette ligne, 
nous emploierons le système de coordonnées formé par les lignes 
géodésiques normales à MM' et par leurs trajectoires orthogonales. 
Alors, si u désigne la longueur de la normale géodésique abaissée 
de P sur MAF et si v désigne la longueur de l’arc MQ, l'élément 
linéaire de la surface sera donné par la formule 

ch 1 = du- h- G 2 dv- ; 

C est une fonction de u et de v qui doit se réduire à i pour u = o. 
De plus, si l’on exprime que la ligne MM' est géodésique, on 
aura 

àC 

~ = o pour u = o. 

Remarquons d’ailleurs qu’en vertu de la formule de Gauss on a, 
pour toutes les valeurs de u et de p, 

d 1 G G__ 

du 2 ” RR' ’ 


( l ) O. Bonnet, Sur quelques propriétés des lignes géodésiques ( Comptes 
rendus 1 1. XL, p. i3i i; iS5o). — Note sur les lignes géodésiques (Même Recueil, 
t. XLI, p. 32; i85i). 
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Cette formule nous permet de développer C suivant les puis- 
sances de u ; et, en tenant compte des résultats que nous venons 
d'indiquer, on obtient le développement suivant 


(U 


c = 


u* 

2 HR' 


u 3 à_ / i \ 
T du \ RR/ 


où. nous négligeons seulement les termes du quatrième ordre par 


rapport à u . 


Les valeurs des coefficients et 

an 



sont 


prises pour u = o. 

Cela posé, menons par les points M, M' une ligne MPAF s’écar- 
tant infiniment peu de la ligne géodésique et pour tous les points 
de laquelle u sera une fonction infiniment petite de v. L’arc de 
cette ligne aura pour expression 



3 RR' 0 u\ RR'/ ’ 


ii désignant la dérivée de u et les termes négligés contenant tous 
u’ { en facteur. Si nous supposons que la dérivée u' ne devienne 
jamais infinie et soit, par conséquent, de l’ordre de u (*), nou- 


(*) Nous introduisons ici, on le remarquera, une hypothèse restrictive que 
nous pouvions laisser de côté dans notre première méthode : par sa définition 
même, la fonction u est infiniment petite pour tous les chemins infiniment voi- 
sins de la ligne géodésique; mais, pour assurer la convergence de notre dévelop- 
pement en série, nous sommes obligés maintenant d’ajouter la condition que la 
dérivée u' soit infiniment petite comme u et ne devienne jamais infinie. Or c’est 
ce qui n’aura pas lieu si l’on prend des valeurs de u telles que les suivantes : 

i JL 

u = xv' i , u = zv 2 ?(p), 

où a est une constante infiniment petite et o(v) une fonction finie pour i>= o. 
Des difficultés du même genre se présentent dans l’étude générale des problèmes 
du Calcul des variations. Si, par exemple, on cherche le maximum ou le minimum 
de l’intégrale 

J ' /(#> y, y', y") dx, 

remplacer y par y 4- oy et développer en série revient à admettre que la fonc- 
tion 0 y de x est telle que ce développement en série soit toujours possible, c’est- 
à-dire que les dérivées Sy r , oy" de oy ne deviennent jamais infinies. On voit ainsi 
que les méthodes directes au moyen desquelles nous avons établi les propriétés 
de minimum relatives aux lignes géodésiques sont préférables à celles que l’on 
peut déduire du Calcul des variations et qu’elles nous permettent d’établir un 
résultat à la fois plus précis et plus étendu. 
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aurons, en 


négligeant les termes du quatrième ordre, 




i r 51 ' r u 2 w 3 à f i y 

' MM “ r i X RR' 3RR' du (rR 7 ) 


dv. 


Bornons-nous, dans la formule précédente, aux termes du second 
ordre qui, lorsqu’ils ne sont pas nuis, donnent leur signe à la 
variation de l’arc; on aura 


{ 3 ) 




Si la surface est à courbures opposées, cette variation sera tou- 
jours positive. Donc, dans ce cas , la ligne géodésique ne cessera 
jamais d'être la plus courte si on la compare seulement aux 
chemins infiniment voisins. 

Supposons, au contraire, la courbure positive. L'intégrale pré- 
cédente se composera de deux parties de signes contraires. Pour 
déterminer son signe, nous introduirons les solutions de l’équation 


d 1 p _ 

^ “ R R' 


et nous allons, en premier lieu, indiquer la signification géomé- 
trique de ces solutions. 


62o. Pour cela, considérons, d’une manière générale, un sys- 
tème de coordonnées dont l’une des familles soit formée de lignes 
géodésiques. L’élément linéaire de la surface sera donné par la 
formule 

ds 2 = du- -f- G 2 dv 2 j 

et C dv représentera l’arc de la trajectoire orthogonale compris 
entre les deux lignes géodésiques (p 1 ) et (h -ch). En d’autres 
termes, ce sera la longueur de la normale infiniment petite qu’il 
faudra élever en chaque point de la géodésique (v) pour obtenir 
la géodésique (v-j-dv). Supposons v et dv constants; les diverses 
valeurs que prend la quantité C dv en tous les points de la géodé- 
sique (v) seront des fonctions de u , c’est-à-dire de l’arc de cette 
géodésique compté à partir d’une origine fixe. Or on a, en vertu 
de la formule de Gauss, 

I __ I 6>-C 

RR' ~~ G dd*' 
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Si donc on pose C clv—p, on voit que p satisfera à l'équation 
fférentielle 

d\ P = P_ 

} du* RR' ’ 

; qui conduit au théorème suivant : 

Étant donnée une ligne géodésique quelconque , si Von dé - 
une par u Cave de cette géodésique compté à partir d'une 

• igine quelconque et par ^7 la courbure de la surface , qui , 

mr les différents points de la ligne géodésique , sera une 
metion de u , la longueur p de la normale qu'il faudra élever 
1 chaque point de la géodésique, pour obtenir la géodésique 
xfiniment voisine, sera une fonction de u qui devra satisfaire 
V équation linéaire (5). 

Cette équation (5) coïncide, aux notations près, avec i’équa- 
on (4), et nous avons ainsi l’interprétation géométrique de la 
inction p . 

Au reste, on peut chercher directement le minimum de l’in- 
grale 



li donne l’expression approchée de l’arc de toute courbe infini- 
ent voisine de la géodésique MM'. Si l’on recherche celle de ces 
Durbes qui passe par deux points donnés (u 0 , v Q ), (wj, v { ) et 
Dur laquelle l’intégrale précédente estun minimum, l’application 
Lire et simple des règles du Calcul des variations montre immé- 
Latement qu’elle doit être définie par l’équation différentielle (4^* 
>n retrouve ainsi, de la manière la plus simple, le résultat pré- 
sent. 

626. Supposons qu’il soit possible de trouver une solution p 
e l’équation (4) ne s’annulant ni pour M, ni pour M' ; ni pour 
ucun point compris entre M et M'. Si nous posons 

u = 

devra s’annuler comme u pour les points M et M' et il ne de- 
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viendra jamais injini entre M et M\ En substituant la valeur 
précédente de u dans la formule (o), on aura 


p\v / 

' — i j ( y.-p' 1 -4- %xvpp’ 


. 1 p 

ou, en remplaçant-^ par — — , 

îmV= - f'\/*p'*+ ùl'pp'+p*K* -r- l*pp') dv 
2 du 

= ( chV-pp')-- fpWdv. 

1 ^ il J 


a étant nul aux deux limites et fini dans l’intervalle de M à M', la 
première intégrale est nulle; il reste donc 



On voit que la variation de MM' est essentiellement positive; par 
suite, la ligne géodésique est plus courte que tous les chemins 
infiniment voisins . 

Ce point étant établi, considérons la solution p de l’équation (5) 
qui s’annule pour le point M ( fig . 46) et supposons que cette 


Fig. 46- 



solution s’annule de nouveau au point M, en conservant son signe 
dans toute l'étendue de MM,. Cela veut dire que les géodésiques 
partant de M et infiniment voisines de MM, viendront couper de 
nouveau cette ligne géodésique au point M, ou en un point infini- 
ment voisin, sans la rencontrer entre M etM, . Nous allons montrer 
que, si l’on prend un point M' entre M et M,, le segment géodé- 
sique MM' sera plus court que tous les chemins infiniment voisins 
réunissant ses extrémités. En effet, la solution p de l'équation (5) 
us iq annule en un point N infiniment voisin et à gauche de M ne 
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s'annulera une seconde fois qu’en un point Ni infiniment voisin 
de Mi et, par conséquent, au delà de M'. Il y aura donc une solu- 
tion p ne s’annulant en aucun point du segment MM 7 , et cela suffit, 
nous venons de le montrer, à établir la proposition que nous avions 
en vue. 

627. Jacobi avait énoncé sans démonstration (*) une propo- 
sition qui complète la précédente : Le minimum cesse certaine- 
ment d’avoir lieu si le point M ; est placé au delà du point M,. 
Ce résultat a été démontré par M. O. Bonnet dans les Notes citées 
plus haut. On peut encore l’établir comme il suit. 

Prenons au delà de Mi {ftg. 47 ) un point M' assez voisin de M| 
pour que la solution de l’équation (4) qui s’annule au point M' ne 
s’annule pas dans l’intervalle M f M', y compris le point M* . J’ap- 

Fig- 47- 



pelle q cette solution; il sera alors possible de déterminer entre M 
et Mi un point tel que la solution q ne s’annule pas dans l’in- 
tervalle M'M'C Je désigne, comme précédemment, par p la solution 
de l’équation qui s’annule aux points M et M 4 et j’achève de déter- 
miner cette solution, qui n’est connue qu’à un facteur constant 
près, par la condition qu’au point "MF on ait 

p = q. 

Cela posé, dans la variation 



je remplace u par p de M à M ;/ et par q de MF à M', ce qui est évi- 
demment permis, ces valeurs successives de u définissant un 

( 1 ) Jacobi, Sur le Calcul des variations et sur la Théorie des équations dif- 
férentielles ( Journal de Liouville, t. III, p. 44 î 1 836 ). Voir aussi la Note VI 
dans le deuxième Volume de l’édition de la Mécanique analytique due à M. Ber- 
trand et la quatrième Leçon des Vorlesungen uber Dynamik . 

D.— III. 


1 
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chemin parfaitement continu. La variation prendra la valeur 


ou encore 


- / (p' % ~ pp’)dv-r- ~ f (?' 2 H- qq")dv. 

^ t'yi Z 

Si Ton intègre et si l’on remarque que p est nul en M et q en 
RF on obtient pour la variation du chemin l’expression suivante 

[PP'~ 99'\w 

Comme on a, pour le point M", p=q , on peut écrire cette va- 
riation sous la forme 

[çp’—pç']*- 


Or, étant données deux solutions quelconques p et q de l'équa- 
tion (4), on sait que le déterminant 

qp'-pq' 

est constant; on pourra donc calculer sa valeur pour tel point 
que l’on voudra, par exemple pour le point M< , où l’on a p = o. Il 
reste alors 

[9P'h t - 

Cette quantité est négative. Supposons, en effet, pour fixer les 
idées, que la valeur de q soit positive entre M' et RF; d’après les 
hypothèses faites, il en sera de même de la valeur de p entre M 
et Mf . Or, un peu avant le point R! f , p et // doivent être de signe 
contraire; il faut donc que la valeur de p 1 au point RL soit né- 
gative. 

La variation du chemin étant négative, la ligne géodésique a 
perdu, on le voit, sa propriété de minimum. 

11 est aisé d’interpréter géométriquement la méthode que nous 
venons de suivre et de reconnaître comment on y est conduit. S'il 
existe un chemin RIHRL plus court que l’arc de géodésique R1RL, 
en substituant à ce chemin les deux portions de géodésiques R1H 
et HRl' on ne pourra que diminuer sa longueur, et l’on formera un 
nouveau chemin qui devra être encore plus court que l’arc RIRF. 

628. Il nous reste à établir une remarquable proposition; mais, 
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ant de la faire connaître, nous allons démontrer, par une méthode 
nivelle, de beaux théorèmes sur les équations linéaires du second 
dre, qui sont dus à Sturm (* ). 

Considérons l’équation 


) 


d*Y 

dx 1 


HV, 


soit V = o(#) une solution de cette équation s’annulant pour 
îe valeur x 0 de x. Nous désignerons par x { la racine de V 
îmédiatement supérieure à x 0 ; x K sera remplacé par q-cc quand 
ne s’annulera pour aucune valeur de x supérieure à x Q . Nous 
Ions d’abord montrer qu 'aucune intégrale de réquation li- 
iaire ne s annulera plus d'une fois entre x 0 et x K . 

En effet, soit a une valeur de x comprise entre x 0 et x { . La so- 
tion de l’équation qui s’annule pour cette valeur de x est donnée, 
mime on sait, par la formule 



1 C désigne une constante arbitraire. Aucun des facteurs de ce 
roduit ne s’annule pour les valeurs de x comprises entre x 0 et 
i] pour toutes ces valeurs de x , l’intégrale a toujours un sens dé- 
irminé, car son élément ne devient pas infini entre les limites de 
intégration. La proposition que nous venons d’énoncer est donc 
:ablie. 

Si l’on donne à C la valeur <p(a), on a la solution 

?(ar)?(a) X 

ue nous désignerons par Ô(#, a). Elle a sa dérivée égale à l’unité 
our# = a*, elle est évidemment positive pour toutes les valeurs 
e x comprises entre a et x { , négative pour les valeurs de #com- 
rises entre x 0 et a. Pour x 0 ou x t , elle revêt une forme indéter- 
ïinée ; mais on obtient facilement sa vraie valeur, qui n’est ni nulle 


C 1 ) Sturm, Mémoire sur les équations différentielles du second ordre 
Journal de Liouville , t. I, p. 106 ; iS 36 ). 
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ni infinie, en faisant usage de la relation 

f 9> 

qui a lieu pour toutes les valeurs de x . 


629. Cela posé, 

( 10 5 

(II) 


considérons deux équations distinctes 


clx- 

d 2 \ 

clx- 


= HV, 
= H'V. 


et supposons que l’on ait, pour toutes les valeurs de x, 

( 12 ) H'=H. 

Nous allons montrer que, si o(x) est une solution de la pre- 
mière admettant les deux racines consécutives x 0 , x { , la solu- 
tion de la seconde qui s annule pour x 0 ne s’annulera plus 
dans l' intervalle ( x 0 , x { ), x { compris . 

En effet, j'écris l’équation (i i) de la manière suivante : 

S-HV+.H'— H)V. 


Si nous considérons (H' — HjV comme une fonction donnée 
'\(x) de x , l’équation précédente deviendra 

^ 3 ) .¥ = ♦(*); 


et, comme nous connaissons une solution cp(#) de l’équation sans 
second membre, nous pourrons obtenir une formule donnant l’in- 
tégrale de l’équation complète. 

Parmi les méthodes connues, appliquons celle de Cauchy : elle 
prescrit de former en premier lieu une solution de l’équation sans 
second membre qui se réduise à o pour x = a et dont la dérivée 
devienne égale à i pour la même valeur de x . Cette solution est 
celle que nous avons formée plus haut 

• «) = *(*) -^L-y 

Cela posé, une solution particulière de l’équation avec second 
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membre est fournie, d’après le théorème de Cauchy, par l’intégrale 

f 6 (a?, a) 'K a ) 

par suite, toutes les solutions de l’équation (i3) qui s’annulent 
pour x = x Q seront de la forme 

Cîp(a?)-r- f 6(a?, a) ù(cc) dz, 

où G désigne une constante arbitraire. Si donc V 7 désigne une 
solution de l’équation (i i) s’annulant pour x = x 0 , nous aurons, 
en substituant (H' — H)V ; à 

V'=C<p(tf)-h f e(a?,aj[(H'-H)V'] a rfa, 


l’indice a indiquant que l’on remplace# par a dans la parenthèse. 

On peut exprimer la constante C en fonction de la dérivée de 
V' pour la valeur x 0 de x. Si l’on prend, en effet, les dérivées 
des deux membres de l’équation précédente en faisant # = # 0 , 
on a 



G <p'(# 0 ). 


On obtient donc définitivement la formule suivante 


W> v -frâ 

qui ne peut être d’aucun secours immédiat pour la détermination 
de V', mais qui va nous permettre d’établir la proposition que nous 
avons en vue. 

Imaginons, en effet, que x varie de x 0 à x K . La fonction V 7 , qui 
est nulle pour x = x 0 , commence par avoir un certain signe, celui 

( da\ r \ 

• Supposons, par exemple, que 

ce signe soit positif; la fonction le conservera évidemment de x 0 
à si elle ne s’annule pas; et, pour prouver qu’elle ne s’annule 
pas, il suffira de faire voir que, si la fonction demeure positive 
pour toutes les valeurs inférieures à un nombre donné x\ elle 
demeure positive même pour x=x\ Or c’est ce qui résulte 
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immédiatement de la formule précédente. Le premier terme du 
second membre sera évidemment positif pour x = x f , et il en sera 
de même de tous les éléments de l’intégrale 



x\ ol )[( H' — H ) V']x doc : 


h(x f , a) est en effet positive, puisque a est inférieur à x 1 ; il en est 
de même par hvpothèse de (H/ — H), et aussi de V^, qui cor- 
respond à des valeurs a de x toutes comprises entre x 0 et x 1 . 

La proposition est donc établie. On en déduit comme corollaire 
la suivante : 

Étant données les deux équations (io), ( 11 ), s il arrive que 
Von ait constamment H r ^H et qu’une solution de la première 
s’annule pour x = x 0 et x = x { , la solution de la seconde qui 
s’annule pour x = x 0 aura au moins une seconde racine dans 
U intervalle (xo^xé)- 


Car, si cette solution ne s’annulait pas dans l’intervalle con- 
sidéré, il en serait de meme a fortiori de la solution de la pre- 
mière équation, en vertu meme de la proposition que nous venons 
de démontrer ( 1 ). 


630. Appliquons ces résultats au problème des lignes géodé- 
siques et reprenons l’équation 


03 ) 


d-p P__ 

dv* RK' * 


Soient p une solution de cette équation et v { deux racines 
consécutives de p correspondantes à deux points M 0 , M t . Nous 
savons que l’arc M 0 M sera le plus court tant que M sera entre M 0 
et mais qu'il perdra cette propriété dès que M sera au delà 
de M,. 

Supposons qu'en tous les points de M 0 M< on ait 
= ou RR = ffl2 ; 


(*) Les propositions établies ici ont moins d’étendue et de généralité que 
celles de Sturm ; mais elles suffisent pour l’objet que nous avons en vue et, d’ail- 
leurs, le lecteur pourra appliquer notre méthode à la démonstration des résultats 
les plus généraux contenus dans l’admirable Mémoire de Sturm. 
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la solution de l’équation 

d 2 p __ 1 

~d^ ~~ 


qui s’annule pour = o 0 sera 


G sin 


V — P<) 


a * 


et la racine immédiatement supérieure à v Q sera 

v 0 -h Tzci. 

D’après la proposition de Sturm, cette racine doit être supérieure 
à v { . Nous obtenons ainsi ce beau théorème de M. O. Bonnet, 
démontré dans les Notes citées plus haut : 

Si , le long d’une ligne géodésique, le produit des rayons de 
courbure est positif et inférieur à a 2 , la ligne ne peut être le 
plus court chemin dans un intervalle supérieur à t ici (*). 

On peut ajouter la proposition suivante, qui complète celle de 
M. Bonnet. 

Supposons qu’en tous les points de l’arc M 0 M, on ait 



Alors, si l’on considère l’équation 

dfP _____ P_ 
dv 2 “ b 2 ' 

l’intervalle entre deux racines consécutives sera 7 zb. Comme il ne 
saurait être inférieur, d’après la proposition de Sturm, à l’inter- 
valle entre deux racines consécutives de lapremière, on est conduit 
au résultat suivant : 


(’) M. Boûnet a déduit de sa proposition les conséquences suivantes: 

Si, dans une surface fermée convexe, le produit des rayons de courbure est 
inférieur à a-, la longueur de la droite qui joint deux points quelconques 
de la surface est certainement inférieure à iza. 

Si, dans une surface convexe , le produit des rayons de courbure est infe- 
rieur à une quantité fixe a 3 , la surface ne peut avoir de nappes infinies. 
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Si\ en tous les points de la ligne géodésique , le produit des 
rayons de courbure est supérieur à b 2 1 la géodésique est plus 
courte que tous les chemins infiniment voisins dans un inter- 
valle au moins égal à r. b. 

Considérons l’ellipsoïde, par exemple. La courbure en chaque 
point est donnée par la formule 

RR'= 

P ^ 

rt, b , c désignant les demi-axes et p la distance du centre au plan 
tangent (n° oOi). Les valeurs extrêmes de RR' seront 

a* b 2 b*c* 

c 1 a 1 

Ainsi toute géodésique ne peut être le plus court chemin sur 
une longueur supérieure à elle sera certainement, sur toute 

longueur inférieure plus petite que tous les chemins infi- 

niment voisins réunissant ses extrémités. 


631. La méthode suivie par M. Bonnet permet de trouver très 
simplement la variation de longueur d’un arc de courbe. 

Soit en effet MM' une courbe qui se déplace et se déforme suivant 
une loi quelconque (fi g- 48) i considérons-la dans deux de ses 


Fig. '{S. 



M 


positions infiniment voisines MM', PP'. Élevons les géodésiques 
perpendiculaires à MM' et employons le système de coordonnées 
formé par ces lignes géodésiques et les courbes parallèles à MM'. 
On aura, pour l’élément linéaire, l’expression 

ds*^=z du* -i- C?-dv*. 

La variable u est la longueur portée sur les lignes géodésiques 
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à partir de MM', prise avec un signe déterminé suivant qu’elle sera 
portée d’un côté ou de l’autre de MM'. Quant à la variable v, nous 
pouvons supposer qu’elle est égale à l’arc de la courbe MM' com- 
pris entre une origine fixe et le pied de la géodésique (r). On aura 
encore 

G — i, pour u= o, 

mais la dérivée ™ ne sera plus nulle pour la même valeur de u. 
Il résulte des formules du Livre Y [II, p. 385 à 38^] que la 
valeur de — ^ pour u = o est la courbure géodésique de MM', 

comptée comme positive si le centre de courbure géodésique est 
du côté de MM' qui correspond aux valeurs positives de u. 

Cela posé, soient R et R' les points où les géodésiques normales 
en M et M' viennent couper PP'. On aura 

3 MM' = PP'— MM' = PR -f- P'R'-i- RR' - MM', 

ou, en considérant les triangles infiniment petits RPM, R'P'M', 

dfi) 8 MM' = — PM cosPMM' — P'M' cosP'M'M — RR' — MM'. 

En tous les points de RR', u est une fonction infiniment petite 
de v. On aura donc 



ou, en développant C suivant les puissances de u et négligeant les 
infiniment petits du second ordre, 

RR '“X V*'*'*™®.* =x" [ ,+ “(s),]*- 


ou enfin 




Si nous portons cette valeur de RR' dans la formule (x 6) et si 
nous remplaçons par son expression au moyen de la 

courbure géodésique de MM', nous aurons 


08 ) 


o MM' 


' =- PM cos PMM' - P'M' cos P'M'IVt — f u — , 
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formule très intéressante et très utile, et qui ne contient que des 
éléments dont la définition géométrique et le signe ne laissent 
place à aucune difficulté. 

632. Elle va nous permettre d'indiquer une série de conditions 
auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points 
d'une surface limitée d'une manière quelconque. 

r* Les portions qui seront a l'intérieur de la surface devront 
être formées de lignes géodésiques. 

Cette propriété résulte immédiatement de ce qui a été démontré 
(n rs S16 eto21). On peut la déduire aussi de la formule précédente. 
Si le ravon de courbure géodésique po- n’est pas infini, il suffira 
en effet d'élever sur l'arc MM' des perpendiculaires infiniment 
petites de meme signe que c’est-à-dire dirigées du côté du 
centre de courbure géodésique, et s’annulant en outre pour les 
deux points M et M\ On aura ainsi remplacé MM' par un chemin 
infiniment voisin et plus court, puisque l’expression de o MM' 
donnée par la formule précédente sera essentiellement négati\e. 

Fi*- fo- 


v 



2 ° Les portions de chemin qui font partie de la limite de la sur- 
face, si elles ne sont pas des géodésiques, devront satisfaire à la 
condition suivante : imaginons qu’en chaque point delà limite on 
mène celle des tangentes de la surface qui est normale à la courbe 
limite; il faudra que le centre de courbure géodésique de la 
courbe soit placé sur la portion de cette tangente qui est dirigée 
vers l’extérieur de la surface. En effet, si cette condition n’était 
pas remplie, on diminuerait la longueur du chemin en remplaçant 
un segment de cette courbe limite par une courbe infiniment voi- 
sine tracée sur la surface et réunissant les extrémités du segment. 

3° Si deux portions du chemin, tracées sur une même nappe, 
viennent se réunir {fi g, 49 ) en un certain point de l’intérieur, elles 
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doivent se raccorder tangentiellement et de manière que l’une soit 
le prolongement de l’autre. Car, si ces portions BA, AC se ren- 
contraient sous un angle différent de zéro, on abrégerait le chemin 
total en prenant B', G infiniment voisins de A et substituant la 
route directe B'C' au chemin B' A AG. 

Il résulte de là que la portion du chemin comprise à l’intérieur 
de la surface doit se composer d’une seule ligne géodésique qui se 
continue sans interruption jusqu’à ce qu’on rencontre une limite 
ou une ligne singulière de la surface. 

4° Si deux portions x\B, BC du chemin le plus court ABC vien- 
nent se rencontrer en un point B ( fig . 5o) appartenant à la limite 


Fig. 5o. 





DBK, il faudra que l’angle ABC soit inférieur ou égal à deux 
droits pour la même raison que précédemment. 

5° Enfin, si la surface a des nappes différentes se coupant ou se 
raccordant suivant certaines lignes, le chemin le plus court ne 
pourra se briser et passer d’une nappe à l’autre qu’en faisant de 
part et d’autre des angles égaux avec la ligne de séparation. 

Nous allons indiquer quelques exemples simples propres à faci- 
liter l’application de ces principes. 

Soit d’abord une surface plane (Jîg- 5i) à laquelle on aurait 
enlevé l’aire comprise à l’intérieur du cercle O, et proposons-nous 
de trouver le plus court chemin enti'e deux points A et B, choisis 
de telle manière que la droite AB rencontre la circonférence. Il 
résulte des propositions précédentes que le plus court chemin se 
composera de l’une des tangentes menées de A et de B à la cir- 
conférence et d’une portion de cette circonférence. On n’aura 
donc à choisir qu’entre les deux chemins AEFB et ADCB. Le plus 
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court est celui qui se trouve du même côté de O que la droite AB. 

Supposons maintenant que le plan soit double et se compose 
de deux nappes raccordées suivant la circonférence O ( fig . 5a). 
C'est ce qui arriverait si l’on appliquait sur le plan une surface 
développable dont l’arête de rebroussement viendrait coïncider 


Fig. 


5i . 



avec la circonférence O. Nous désignerons par les lettres sans 
accents les points de la première nappe et par les lettres ac- 
centuées ceux de la seconde. 

Le plus court chemin d'un point A de la première nappe à un 


Fig. 52. 


B' 




point B' delà seconde devra, d’après les conditions énoncées, se 
composer sur chaque nappe d’une portion droite. De plus, les deux 
droites AM, B'M devront faire en M des angles égaux avec la cir- 
conférence. 

On pourrait multiplier les exemples de ce genre; nous nous 
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contenterons de ceux qui précèdent. Mais nous ajouterons la re- 
marque suivante, qui montrera toute l’extension que l’on pourrait 
donner à ce genre de recherches. 

Considérons sur une surface quelconque tous les chemins pos- 
sibles réunissant deux points donnés. Les études approfondies 
que l’on a été conduit à entreprendre dans la théorie moderne des 
fonctions ont montré qu’il existe un grand nombre de surfaces 
pour lesquelles on ne peut passer de l’un de ces chemins à tout 
autre, réunissant les mêmes points, par une déformation progres- 
sive et continue. Par exemple, sur un cylindre circulaire droit, il y 
aura des chemins allant d’un point A à un autre point B en faisant 
un nombre quelconque de tours, soit dans un sens, soit dans 
l’autre; et ces chemins ne seront pas réductibles les uns aux autres. 
Si l’on veut considérer une surface limitée, on pourra prendre 
le tore, pour lequel il y a lieu de faire les mêmes distinctions, la 
surface d’un ellipsoïde ou une portion de surface plane dans les- 
quelles on aurait enlevé les parties de la surface comprises à l’in- 
térieur de différents traits fermés, etc. Dans un très intéressant 
Mémoire publié en 1866 (*), M. Jordan a montré comment on 
peut classer toutes ces routes différentes et les réduire à certains 
chemins élémentaires parfaitement définis. De cette manière, le 
problème que nous avons étudié dans ce Chapitre se présentera 
sous une forme nouvelle et plus générale. On pourra l’énoncer 
comme il suit : 

Parmi tous les chemins réunissant deux points A et B d'une 
surface et réductibles les uns aux autres par une déformation 
continue, déterminer celui qui est le plus court . 

Les propriétés différentielles que nous avons établies plus haut 
permettront d’étudier cette intéressante question, dont la discus- 
sion complète appartient évidemment à la Géométrie de situation. 
Le lecteur pourra examiner quelques cas simples, se rapportant à 
des cylindres ou à des surfaces planes percées de trous circu- 
laires. 


(‘) Jordan (C.), Sur la déformation des surfaces ( Journal de Liouville, 
a* série, t. XI, p. io 5 ; 1866). 

Des contours tracés sur les surfaces (Même Recueil et même tome, p. 110). 
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633. Nous terminerons ce que nous avons à dire sur ce sujet 
en donnant quelques indications sur une notion nouvelle, celle de 
la longueur réduite , introduite par M. Christoffel dans la théorie 
des lignes géodésiques (*). 

Soit (g) (fi g . 53) une ligne géodésique dont les différents 

Fig. 53. 


K 

s; 



points seront déterminés par leurs abscisses v, comptées à partir 
d'une origine fixe O prise sur cette ligne. Nous avons vu que, 
pour définir toute ligne géodésique infiniment voisine de (g), il 
faut élever au point d’abscisse r une perpendiculaire p satisfaisant 
à l'équation du second ordre 


<i9» 


dl P P . 
dv* ~ HFt° 


le lieu de l'extrémité de cette perpendiculaire sera la ligne géodé- 
sique cherchée. Par conséquent, si l’on veut obtenir celles de ces 
lignes qui passent en M 0 , il faudra prendre les solutions de ré- 
quation précédente qui se réduisent à zéro pour le point M 0 . Ces 
solutions ne diffèrent les unes des autres que par un facteur con- 
stant; distinguons et désignons par la notation [M 0 M] celle dont 

la dérivée ~~ se réduit à i pour le point M 0 . On pourra dire alors 

que toute ligne géodésique passant par M 0 est définie par l’é- 
quation 

(tio; p = a[M 0 M], 

où a désigne une constante infiniment petite. Proposons-nous de 
déterminer l’angle 6 que fait en M 0 cette ligne géodésique avec la 
ligne ( g ). Nous considérerons pour cela le triangle M 0 MjK, en 


(*) Christoffel (E.-B. ), Allgemeine Théorie cler geo dâtisc tien Dreiecke 
( Abhandlungen der Kôniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin , 
p. 119-17G; 1S68). 
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supposant le point MU infiniment voisin de M 0 . Comme il est rec- 
tangle en M*, nous aurons 



en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur au premier. 
En vertu de la définition de la solution [M 0 M], on aura donc 

6 — x. 

De là résulte le théorème suivant, dû à M. Christoffel. 

Donnons à la solution [M 0 M] de l’équation (19), qui est définie 
par la double condition de se réduire à o pour M 0 et d’avoir sa 
dérivée égale à 1 pour le même point, le nom de longueur réduite 
du segment géodésique M 0 M. Si, par le point M 0 , on mène une 
ligne géodésique faisant avec la première V angle infiniment 
petit 9 et qu'on élève en M l'arc perpendiculaire MH jusqu'à la 
rencontre de cette ligne géodésicque, on aura 

( 1 j i MH = 6 [M 0 M]. 

Si v 0 et v sont les abscisses des points M 0 et M, on aura, comme 
nous l’avons déjà vu (n° 628 ), 

(.«) [M 0 M] = fï]’ 

'j(v) désignant une solution de l’équation différentielle qui ne 
s’annule pas pour v — r 0 . 

Nous voyons, d’après cette formule, que l’on a 

[M 0 M] [MM 0 ] = 0 . 

Si l’on connaît deux solutions <p(^), <i(p) de l’équation différen- 
tielle, satisfaisant nécessairement à une relation de la forme 

cp(e) ty'{v) — ® r (v) = G, 

on trouvera 

(*3) [M 0 M] = 

et cette nouvelle expression de la distance réduite permet de 
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démontrer immédiatement une relation 


f 24) [ab^lcd] — [acllclb] — [ad\[bc~\ — o, 


qui a été donnée par M. Christofïel. 

Si, sur toutes les lignes géodésiques passant par M 0 {fi g. 53 1, 
on porte une longueur égale à M 0 M, on obtiendra une trajectoire 
orthogonale à toutes ces lignes géodésiques qui passent en M 0 . Le 
rayon de courbure géodésique de cette trajectoire orthogonale au 
point M sera donné par la formule 


( 2J) 


i _ -i d[U Q U] 
~ [M 0 M] dv ’ 


que nous nous contenterons d'indiquer. 

Il résulte des développements donnés plus haut que les pro- 
priétés essentielles de la longueur réduite avaient été utilisées par 
M. O. Bonnet avant que cet élément eût été défini par M. Chris- 
toffel. 



CHAPITRE VL 

LA COURBURE GÉODÉSIQUE ET LE THÉORÈME DE GAUSS. 


Définitions diverses de la courbure géodésique. — Généralisation de différentes 
propositions relatives à la courbure des lignes planes. — Définition due a 
M Beltrami de la courbure géodésique. — Détermination de toutes les surfaces 
dont les lignes de courbure ont leur courbure géodésique constante. — Le 
théorème de Green pour une aire à connexion simple. — Formule de M. O. 
Bonnet. — Théorème de Gauss relatif à la courbure totale d’un polygone dont 
les côtés sont des lignes géodésiques. — Définition de langle de contingence 
géodésique. — Formule de M. Liouvilîe, expression de la courbure totale en 
un point de la surface au moyen des courbures géodésiques des deux lignes 
coordonnées. — Application de cette formule à un problème de M. Tcheby- 
clieff. — Le théorème de Green pour une aire à connexion multiple. — Appli- 
cations diverses. — Le théorème de Gauss relatif à la courbure d'un polygone 
géodésique ne constitue pas une propriété caractéristique des lignes géodé- 
siques. 


634. Après avoir développé les principales propositions rela- 
tives aux lignes géodésiques, nous allons étudier d’une manière 
détaillée la courbure géodésique. Nous avons vu qu'elle est donnée 
par la formule 

{ n — = du -4- r du r x ch. 

Për 

Le centre de courbure géodésique, c'est-à-dire le centre de 
courbure de la projection de la courbe sur le plan Langent, admet 
pour coordonnées relativement au trièdre mobile (T) 

x — — p^-sintü, ^ costo * 

Par conséquent, le rayon vecteur qui joint le point de la surface 
au centre de courbure géodésique fera avec l’axe des x du trièdre 

(T) un angle égal à to -j- - ou co — ^ suivant que p g sera positif 
ou négatif. 

La courbure géodésique étant un élément des plus importants, 
nous en ferons connaître successivement différentes expressions. 
D. — III. 8 
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1 1 4 

Au premier rang, il faut placer la suivante : nous avons vu (n°63l) 
que, si Ton considère un arc quelconque MM' et si Ton porte des 
longueurs infiniment petites A sur les géodésiques normales à 
cette courbe de manière à obtenir un arc infiniment voisin RR', 
l'accroissement de MM' est défini par la formule 

o MM = — / - 7 — j 

«Ai ?» 


pourvu que Ton donne à A et à le meme signe quand ces gran- 
deurs sont portées dans le même sens. 

L’élément ds étant toujours positif, on a, d’après un théorème 
connu, 

oMM' = — 

( -A ) désignant la valeur de — prise pour un point inconnu de 
l’arc MM' ou encore une moyenne entre la plus petite et la plus 
grande des valeurs de — relatives aux points compris entre M et M'. 

Si nous supposons que l’arc MM 7 se réduise à l’arc infiniment 
petit AB {fi g- 54), la formule précédente nous donnera 

A' B' — AB _ AA' 

AB " p, ’ 

Fig. 54. 

B' 


A' 


z g différant infiniment peu du rayon de courbure de AR en A. On 
peut obtenir un résultat beaucoup plus général par une interpré- 
tation directe des formules qui donnent la courbure géodésique. 



63o. Supposons la surface rapportée à des coordonnées rectan- 
gulaires quelconques et soit 

ds- = A 2 du- 4 - G 2 dv~ 

l’expression de l’élément linéaire. 
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Le rayon de courbure géodésique de la courbe ^ = const. sera 
donné (n° o07) par la formule 

1 _ i âX 
p ~~ AG dv ’ 

les coordonnées du centre de courbure géodésique étant 

= o, J'i = p. 

Construisons les quatre courbes coordonnées («), (u-t-du), ( v ), 
(v _u clç), qui forment le quadrilalère curviligne MM 7 P P' (/? g. 55). 

Fig. 55. 


1 1 

W (u+du) 

On aura 

MM' = A du, MP = 

et, par conséquent, 

PP' = A du -f- ~ (A du) dv; 

ce qu’on peut écrire 

PP 1 — MM'= du dv. 
dv 

L’expression de p pourra donc être présentée sous la forme 

i _ PP' — MM' 

<2) p - MP. MM' ‘ 

C’est le résultat auquel nous avions été conduits plus haut; 
mais, dans la première méthode, nous supposions que les trajec- 
toires orthogonales de la courbe (t>) étaient des géodésiques, 
tandis que ce sont maintenant des courbes se succédant d’après 
une loi quelconque. 

636. Nous avons ainsi une première définition dans laquelle 
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un n'a pas à soi tir de la surface. En voici une autre de meme 
nature. 

Étant donnée une courbe quelconque MH (Jig. 56), menons 
la géodésique MM' tangente en M; pour déterminer les points de 
la surface, nous prendrons des abscisses MQ = r sur cette ligne 
géodésique et nous élèverons en Q des perpendiculaires géodé- 
siques PQ — it. 

Fig. 56 . 



L'élément linéaire aura pour expression 

» ds'- = cia'- 4- C 2 ch'-, 


et l'on aura pour u = o 

OC 

C = I. -r— = O. 

OU 


Le développement de C suivant les puissances de u sera donc 
de la forme 


<4? G = I -T- hu- -T-. . ., 

h étant une fonction de c. 

L’équation de la courbe MH permettra de développer u en série 
suivant les puissances de c. On aura, pour les points de cette 
courbe \oisins de M, 

u = kv- -r- k f v 3 -f- . . . . 

Calculons la courbure géodésique de la courbe en M. On a ici 

ds c)C du 

— = cl LO -J- — — ch, -77 — -r = COtOL). 

pff du G ch 

En se bornant aux premiers termes des développements, on 
trouve 

CO = — — 2 Av 


ds — dv, cot co = 2 .kv. 


2 
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et , par conséquent, 



fa 


Remplaçons k par sa valeur dans le développement de u ; nous 
trouverons que l’on a, pour tous les points de la courbe MH qui 
sont dans le voisinage du point M, 

c'est-à-dire 
( 5 ) 

ce qui est la généralisation d'une formule bien connue relative 
aux courbes planes (* ). 

637. On pourra lire dans le Traité de Calcul différentiel de 
M. J. Bertrand des démonstrations purement géométriques qui per- 
mettent de rattacher les unes aux autres les propriétés précédentes. 
Nous rencontrerons plus loin (n° 641) d’autres expressions de la 
courbure géodésique. Pour le moment, nous nous contenterons 
de signaler la définition suivante, dans laquelle on sort de la sur- 
face pour construire le centre de courbure géodésique. 

Etant donnée une courbe AB ( fig . 5^), imaginons que Ton 
mène en ses différents points les tangentes MK, M'K', ... de la 
surface qui sont normales à la courbe. Ces tangentes forment une 
surface réglée : Le point de chaque génératrice MK pour lequel 
le plan tangent à cette surface réglée est normal au plan tan- 
gent en M est précisément le centre de courbure géodésique de 
la courbe ÀB, pour le point M. Si la surface réglée est déve- 
loppable , le centre de courbure géodésique sera le point de 
contact de chaque génératrice rectiligne avec V arête de re- 
broussement. 

Pour établir cette proposition, supposons la surface rapportée 
au système de coordonnées déterminé par les géodésiques perpen- 


RS = - 


MR 


(*) Le signe — provient de ce que p„ est considéré comme positif quand il est 
porté dans le sens correspondant à l’angle o> -+• ~ • 
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die u la ires à AB et par leurs trajectoires orthogonales. L élément 
linéaire de la surface aura la forme si souvent employée 

< 0 ) ds - = du* — G 2 clv 2 . 

Considérons le trièdre < T) déjà défini et dont l’axe des x est la 
tangente à la géodésique. Si on lui imprime un déplacement de 
telle manière que le sommet décrive une courbe quelconque, un 
point de Taxe des x décrira un arc infiniment petit, dont les pro- 
jections sur les arêtes du trièdre seront respectivement 

du -T- dx, i G ri x ) dv, — ( q du -4- dv )x, 

d’après les formules du n° 499 [II, p. d^o]. Supposons d’abord 
qu’on se déplace suivant la courbe AB; v variera seule et, pour 

Fig. 5;. 


M' M" 



lé 


que le déplacement s’effectue dans un plan perpendiculaire au 
plan tangent en M, c’est-à-dire pour que le plan tangent au point 
considéré à la surface réglée engendrée par MK soit normal au 
plan tangent en M, il faudra que la projection du déplacement sur 
l’axe des j" soit nulle, c’est-à-dire que l’on ait 

G -T- r^x = o. 

On tire de là 


G G 



du 


et cette valeur de x détermine précisément le centre de courbure 
géodésique de la courbe ÀB. Notre proposition est donc établie. 
On en déduit la conséquence suivante : 

Imaginons qu’on mène toutes les tangentes aux géodésiques 
v’ = const., c’est-à-dire aux géodésiques normales à la courbe 
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donnée. On formera une congruence rectiligne admettant une 
surface focale dont Tune des nappes sera la surface proposée. 
Nous allons montrer que la seconde nappe sera le lieu des centres 
de courbure géodésique de AB et des courbes parallèles à AB. 

Remarquons d’abord que les droites de la congruence, étant 
tangentes à une famille de géodésiques tracées sur la surface pro- 
posée, sont, par cela même, normales à une surface (n° 441). Par 
suite, si l’on envisage une surface réglée quelconque formée avec 
les droites de la congruence, les plans tangents à cette surface aux 
deux points focaux de l’une quelconque de ses génératrices seront 
nécessairement rectangulaires. 

Si Ton applique cette remarque à la surface réglée engendrée 
par MK quand le point M décrit la courbe AB, on reconnaîtra 
immédiatement que le second point focal de MK est le point où le 
pian tangent à la surface réglée est perpendiculaire au plan tan- 
gent en M. C’est donc, d’après ce que nous avons établi, le centre 
de courbure géodésique de AB. 

Ainsi, lorsque des droites sont normales à une surface (S) et 
forment une congruence dont la surface focale est constituée 
par les deux nappes de la suif ace des centres de courbure de 
(S), les arêtes de rebroussement des développables que Von 
peut obtenir avec ces droites engendrent deux familles de géo- 
désiques situées respectivement sur les deux nappes de la sur- 
face des centres . Les courbes parallèles qui coupent à angle 
droit Vune de ces familles de géodésiques ont leurs centres de 
courbure géodésique situés sur Vautre nappe de la surface des 
centres . 

Cette proposition si générale, sur laquelle nous reviendrons 
plus loin, permet de démontrer directement l’un des beaux théo- 
rèmes que la Géométrie des surfaces doit à M. Weingarten. Pour 
le moment, nous en déduirons seulement le corollaire suivant. 

Nous avons considéré les géodésiques normales à AB. Dans le 
plan et, par conséquent, pour les surfaces développables, la défini- 
tion de la courbure peut se rattacher au point d’intersection de 
deux géodésiques normales infiniment voisines. On n’obtiendrait 
rien en essayant, pour une surface quelconque, une généralisation 
dans cette voie; car, en modifiant la définition de la surface à une 
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dhtance finie de la courbe AB, on change complètement le cour* 
et les intersections successives des lignes géodésiques. Mais on 
peut opérer de la manière suivante. 

Traçons ( fig- 58) les géodésiques successives MH, M'H', . . . , 
normales à la courbe AB, et la tangente MR en M à la géodé- 
sique MH. Si Ton mène à la seconde géodésique MTT une tan- 

Fig. 5S. 



S K 

I 1 

genle PI dont le point de contact sera choisi par la condition 
qu’elle rencontre MR, il est clair que le point (T intersection C 
des deux droites sera le centre de courbure géodésique de 
rare MM'. Car, dans la congruence formée par les tangentes au\ 
géodésiques, le point C, étant l’intersection de deux droites 
infiniment voisines, sera le second point focal de MR. 

Quand la surface devient plane, la construction précédente se 
réduit à celle qui donne le centre de courbure par l’intersection 
de deux normales infiniment voisines (*). 

Si l’on construit les différentes géodésiques M'H' voisines de 
MH, le lieu du point P relatif à chacune d’elles sera évidemment 
celle des courbes conjuguées de toutes ces géodésiques qui passe 
au point M. 


( J ) Cette construction du centre de courbure géodésique est due à M. Beltrami. 
Voir le Mémoire intitulé Ricerche di Analisi applicata alla Geometria ( Journal 
de Rattaglini , t. II; iS6'|). 
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Dans le cas d’une ligne de courbure, cette conjuguée des géo- 
désiques normales coïncide avec la ligne de courbure elle-même. 
Nous avons donc le théorème suivant : 

Le lieu des centres de courbure géodésique d' une ligne de 
courbure est celle des développées cle cette courbe qui est V en- 
veloppe des normales à la courbe situées dans le plan tangent 
à la surface , ou, ce qui est la meme chose, qui est V arête de 
rebroussement de la développable enveloppée par les plans 
tangents à la surf ace en tous les points de la ligne de courbure . 

638. Si la ligne de courbure a son rayon de courbure géodé- 
sique constant, la développée précédente devra se réduire à un 
point et, par conséquent, la ligne de courbure devra être située 
sur une sphère coupant la surface à angle droit. 

Cette dernière conséquence a été déjà signalée par M. Ribau- 
cour (*). Elle a permis à cet habile géomètre de donner une solu- 
tion géométrique d'une question déjà résolue analytiquement par 
M. O. Bonnet ( 2 ) : Déterminer toutes les surfaces pour lesquelles 
toutes les lignes de courbure ont leur courbure géodésique con- 
stante. 

Il résulte, en effet, de la remarque faite par M. Ribaucour que 
les lignes de courbure de chaque famille devront être sur une 
série de sphères coupant la surface à angle droit. Comme les 
sphères qui contiennent deux lignes de courbure appartenant à 
des familles différentes se coupent nécessairement à angle droit, 
nous aurons en premier lieu à résoudre le problème suivant : 

Déterminer deux familles de sphères jouissant de la pro- 
priété que chaque sphère de U une des familles coupe à angle 
droit toutes celles de V autre. 

On connaît la solution de cette question et l’on sait que, par une 
inversion réelle, on peut toujours amener l’une des familles à être 
composée, soit de sphères concentriques ou de plans parallèles, 


(‘) Ribaucour, Sur la théorie des surfaces ( Bulletin de la Société philoma- 
thique, p. 24 ; 1S70). 

( a ) O. Bonnet, Mémoire sur la théorie des surfaces applicables { Journal 
de l'École Polytechnique , XLÏI e Cahier, p. i 32 et suivantes; 1867). 
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soit Je plans passant par une droite. Dans le premier cas, la sur- 
face, étant coupée à angle droit par une série de sphères concen- 
triques ou par une série de plans parallèles, ne peut être qu'un 
cône ou un cylindre. Dans le second cas, la surface, étant coupée 
à angle droit par tous les plans qui passent par une droite, est 
nécessairement une surface de révolution, admettant cette droite 
pour axe. Nous avons donc le résultat suivant : 

Les seules surfaces dont toutes les lignes de courbure aient 
leur courbure géodésique constante sont les surfaces de révo- 
lution , les cônes, les cylindres et les transformées de ces sur- 
faces par inversion . 

639. Nous aurons, dans ce qui va suivre, à nous appuyer sur le 
théorème de Green qui donne la transformation d’une intégrale 
curviligne en une intégrale double. Nous allons d’abord présenter 
quelques remarques sur ce théorème et ses applications à la 
théorie des surfaces. 

Considérons une portion de surface à connexion simple, limitée 
par un contour ÀA'BB' (fi g- 09); et soit 

Ç t.\I du N dv) 

une intégrale relative à ce contour, que l’on supposera parcouru 
dans le sens de la flèche. 

Supposons que les fonctions M et N de u et de v restent finies, 
uniformes et continues et qu’elles admettent des dérivées pour 
tous les points à l’intérieur du contour. Le théorème de Green 
nous apprend que l’intégrale simple précédente peut être rem- 
placée par une intégrale double relative à toute l’aire limitée par 
ce contour. Les remarques suivantes conduisent à ce résultat par 
la \oie qui nous parait la plus naturelle. 

Le caractère essentiel d’une intégrale double, d’une fonction de 
surface, est évidemment le suivant : si l’on décompose par des 
sections la surface en deux ou plusieurs parties, l’intégrale totale 
est la somme de celles qui sont relatives à ces diverses parties. Or 
il est aisé de voir que cette propriété appartient à notre intégrale 
curviligne; car, si l’on découpe Taire en deux parties par la ligne 
AHB, l’intégrale relative au contour primitif AA'ËB' est la somme 
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des intégrales relatives aux deux contours partiels AA'BHA, 
^HBB'A que l’on peut former avec AB. En continuant ainsi à 
effectuer des sections et à décomposer les contours, on verra que 
l'intégrale primitive peut être remplacée par la somme des inté- 
grales relatives à des contours infiniment petits, parcourus dans le 

Fig. 5 g. 


B' 



même sens que le contour primitif. Or il est très aisé de montrer 
que de telles intégrales curvilignes sont proportionnelles à l’aire 
du contour auquel elles se rapportent. 

Considérons, en effet, un contour infiniment petit mnp 
{fié- 6°)î nous commencerons par supposer que les courbes coor- 


Fig. 60. 



données qui se croisent dans son intérieur forment un système de 
mailles analogue à celui que l’on obtient dans le plan avec les 
coordonnées de Descartes. Alors les coordonnées u et r varieront 
infiniment peu dans l’intérieur du contour, et, si u Q , v Q désignent 
les valeurs de ces coordonnées pour un point A de l’intérieur, 
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les différences u — f/ 0 < r — v' 0 seront infiniment petites pour tous 
les points à l'intérieur du contour. C'est ce qui n’aurait pas lieu 
si l’on employait, par exemple, des coordonnées polaires ayant 
leur pôle en À; v’ désignant l'angle polaire, cette coordonnée 
prendrait toutes les valeurs possibles à l’intérieur du contour. 

Puisque les différences u — u Q , r — r 0 sont infiniment petites, 
on pourra développer M et N par la série de Taylor. On aura 



l'indice o indiquant les valeurs des fonctions pour le point A. Par 
conséquent, on aura 

f( M du - 4 - N dv) — M o f du — Çiu — u 0 ) du -h ( j f [v — t? 0 ) du 

- y *J dv - (S) 0 / “ - îtjK/p (£)„/< 

les termes non écrits n'a\ant, on le reconnaîtra aisément, aucune 
influence sur le résultat final parce qu’ils sont infiniment petits 
par rapport à l'aire comprise à l'intérieur du contour. 

La première, la deuxième, la quatrième et la sixième intégrale 
de la formule précédente sont évidemment milles quand on les 
étend à tout le contour. Il nous resteyionc à examiner seulement 
les deux termes 

{ 3\f (v ~ M du + (S )„/ (K - lh)dv - 

Or on a 

(7) j < u — dv — — / ( v — t’o > du —fl du dv, 

l’intégrale double étant étendue à toute l’aire limitée par le con- 
tour. On peut donc écrire 

/ 1 ^ + N = (S - -£)Jf du dv - 

Il suit de là que l’intégrale curviligne primitive peut être rem- 
placée par l’intégrale double dont l’élément est le second terme 
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de la formule précédente, et Ton a 
,8, Ji M du -f- N dv) =//(£- 

C’est la formule de Green (* ). 

La démonstration précédente est évidemment inférieure sous 
le rapport de la rigueur à celle que l’on donne habituellement et 
que l’on pourra consulter, par exemple, dans le Cours de M. Her- 
mite ( 2 ); mais elle offre l’avantage de bien faire saisir la raison 
de cette transformation si curieuse d’une intégrale simple en une 
intégrale double; elle nous montre aussi que, s'il existe des points 
où toutes les courbes coordonnées d’un système viennent se 
croiser, il faudra les entourer d’une petite courbe, et l’intégrale 
curviligne primitive sera égale à la somme des intégrales relatives 
aces courbes infiniment petites, augmentée de l’intégrale double 
étendue à tonte la portion de l’aire qui est extérieure à ces 
courbes. 

640. Appliquons le théorème de Green à l’équation qui donne 
le rayon de courbure géodésique 

(9) ^ = ch'j -f- r du 4- rj de. 


( l ) D’après la manière même dont on a obtenu cette formule, on déterminera 
sans difficulté le signe qu’il faut donner, dans l’intégrale double, à l’élément 
du de. Il résulte, en effet, des équations (7) que, si l’on considère, par exemple, 
l’élément de surface compris entre les courbes de paramètres u , u H- du, e, 
v 4- de, on a 

du de = ^ / ( u de — e du), 

l’intégrale curviligne s’appliquant au contour qui limite cette aire, parcouru 
dans le même sens que le contour primitif. De là on déduira facilement la règle 
suivante. 

Définissons comme sens positif sur chacune des courbes coordonnées le sens 
dans lequel augmente la coordonnée qui demeure variable sur cette courbe. 
L’élément du de devra être positif si, pour un point à l’intérieur de cet élément, 
la rotation qui amène la partie positive de la courbe de paramètre e du côté de 
la partie positive de la courbe de paramètre u est de même sens que la rotation 
autour du contour total; il sera négatif dans le cas contraire. 

( 3 ) Hermite, Cours autographié de la Faculté des Sciences, 3 e édition, 
8“ Leçon ; 1S87. 
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r>(i 

Nous aurons donc 

fdio— f — — — [rdu-r- ridv), 

J J ?ff J 

les intégrales étant étendues à tout contour fermé. On a, d’ailleurs, 
en vertu de la formule (8), 

f( r du - r, dv i ~ff(~ - ~) du d V . 

On est ainsi conduit à la relation fondamentale 

où Ton peut transformer le second membre, en employant l’ex- 
pression delà courbure totale donnée au n° 496. On obtient ainsi 
la formule entièrement géométrique 

f dU> ~fp~e = fj B5 Î ’ 

l’intégrale double étant étendue à toute Faire comprise dans le con- 
tour et d'T désignant l’élément de cette aire, pris avec le signe qui 
lui appartient ( 1 ). 

Cette équation, où figure le rayon de courbure géodésique, a été 
donnée pour la première fois par M. Bonnet ( 2 ). Toutes les quan- 
tités qui y figurent sont parfaitement définies; co est l’angle de la 
tangente au contour supposé parcouru dans le sens direct avec 
Taxe des x du trièdre (T); le rayon p«- doit être considéré comme 
positif ou négatif suivant qu’il est porté dans le sens correspondant 

à l’angle co H- ou en sens contraire. Elle ne peut cesser d’être 
vraie que s’il est impossible de rapporter l’intérieur de l’aire à 


{*) Voici comment on déterminera ce signe. Soient A un point quelconque de la 
surface à l’intérieur de d? et (T) le trièdre relatif à ce point. On peut considérer 
dz comme un petit élément situé dans le plan des xy de ce trièdre. Si l’on tourne 
dans ce plan autour de l’origine et dans le même sens que sur le contour limite, 
il faudra donner à ds le signe -h ou le signe — suivant que la rotation se fera de 
l’axe des a? vers l’axe des y ou en sens contraire. C’est la règle suivie habituelle- 
ment, d’après Gauss et Mobius, pour fixer le signe d’une aire. 

(*) O. Bonnet, Mémoire sur la théorie générale des surfaces ( Journal de 
l'École Polytechnique , XXXII e Cahier, p. 124 ; i&}8). 




LA COURBURE GÉODÉSIQUE. 127 

un système de coordonnées satisfaisant à toutes les conditions 
énoncées dans la démonstration du théorème de Green. Nous 
allons en faire différentes applications. 

6 - 11 . Considérons d’abord un triangle géodésique ABC (fîg. 61). 
Si le contour ne présentait pas les points saillants A, B, C, l’inté- 
grale J du serait évidemment égale à a?:; car la tangente a 
fait un tour complet quand on revient au point de départ. Pour 

Fig. 61. 

c 



avoir la valeur de cette intégrale, il faudra donc retrancher de 2 7t 
les angles dont la tangente tourne en A, B, C, c’est-à-dire « — A, 

:: — B, tz — C. Comme la courbure j- est nulle en chaque point 
du contour, la formule (i i) nous donne 

( 12 ) 

C’est le théorème célèbre de Gauss. 

La démonstration précédente suppose évidemment que le tri- 
angle géodésique suffît à limiter une portion de la surface, ce qui 
n’a pas toujours lieu dans les surfaces à connexion multiple, telles 
que le tore. Mais on pourrait objecter encore que, peut-être, 
toutes les conditions indiquées pour l’application du théorème de 
Green ne se trouveront pas réalisées. Pour écarter toutes ces diffi- 
cultés, on peut remarquer avec M. Bertrand que le théorème de 
Gauss est nécessairement vrai pour un triangle géodésique fini 
dès qu’iP'est établi pour un triangle infiniment petit. Si l’on dé- 
compose en effet, par des sections géodésiques, le triangle ABC 
en triangles plus petits, on reconnaîtra que l’égalité relative à ce 
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triangle résulte de l'addition de toutes celles qui se rapportent aux 
triangles partiels. Il résulte de cette remarque que le théorème 
de Gauss est toujours vrai dès que le triangle géodésique suffit, à 
lui seul, à limiter une portion continue de la surface, ne conte- 
nant aucun point singulier dans son intérieur; car toutes les con- 
ditions supposées dans la démonstration sont évidemment \érifiées 
pour des triangles suffisamment petits limitant une aire qui ne 
renferme aucune singularité. 

La démonstration précédente s’applique également à un poly- 
gone dont les côtés sont des lignes géodésiques ; et elle nous 
montre que la courbure totale d’une portion de la surface li- 
mitée par un polygone dont les côtés sont des lignes géodé- 
siques est égale à V excès de la somme des angles de ce poly- 
gone sur autant de fois le nombre r. qu il y a de côtés moins 
deux . Au reste, cette proposition plus générale est un simple co- 
rollaire du théorème de Gauss et peut s’en déduire par la décom- 
position du polygone en triangles. 

Il est inutile de faire remarquer que le théorème de Gauss 
peut être envisagé comme une belle généralisai ion de la proposi- 
tion d'Albert Girard relative à l’aire du triangle sphérique. Si on 
l'applique, en effet, à une surface de courbure constante et égale 
a l’unité, on reconnaît immédiatement qu’il donne l’aire d’un tri- 
angle géodésique en fonction des angles de ce triangle; et l’ex- 
pression ainsi obtenue est identique, comme il fallait s’v attendre, 
à celle que l’on connaît depuis longtemps pour le triangle sphé- 
rique. Le même théorème, appliqué à une surface de courbure 
constante mais négative, nous montre que, dans toute surface de 
ce genre, la somme des angles d’un triangle géodésique est infé- 
rieure à deux droits, et que le déficit mesure précisément l’aire du 
triangle géodésique. Nous aurons l’occasion de revenir sur ces 
remarques. 

642. Nous allons maintenant indiquer une application d’une 
nature toute différente, qui nous conduira à une expression nou- 
velle de la courbure géodésique. Soit AB {fi g, 62) un arc de 
courbe quelconque; menons les géodésiques AC, BG tangentes 
en A et B. Nous formerons ainsi un contour ABC auquel on 
pourra appliquer la formule générale. 
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En raisonnant comme dans le cas du triangle géodésique, on 


trouve 


/** 


:o = .UB + C-i; = - BGH, 



Si nous supposons l’arc AB infiniment petit, l’intégrale double 
du second membre est du troisième ordre, comme l’aire du tri- 
angle ABC. On a d’ailleurs, en négligeant les infiniment petits du 
second ordre, 

r B ds_ ds_ 

désignant le rayon de courbure géodésique en A. Il vient donc 

sj ç 

< i3) — =-BCH, 

le rayon de courbure étant, d’après nos conventions, considéré 
comme positif lorsqu’il sera dirigé du côté de C. 

L’angle BCH de deux géodésiques tangentes infiniment voisines 
a reçu de M. Liouville le nom d ‘'angle de contingence géodé- 
sique (<). On voit que son expression, tout à fait semblable à 
celle que l’on emploie dans la théorie des courbes planes, nous 
fournit une définition nouvelle de la courbure géodésique. Cette 


( 1 ) Liouville (J.), Sur la théorie générale des surfaces ( Journal de Liou- 
ville t t. XVI, p. i3o; iS5i). 

D. — III. 


0 
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définition, que l'on peut d'ailleurs établir directement, permet de 
rattacher la formule générale de M. Bonnet à celle de Gauss : il 
suffira de remplacer chaque courbe par un polygone circonscrit 
formé d'un nombre illimité de lignes géodésiques. 

Comme on a. en négligeant seulement les termes du troisième 
ordre, 

= L), 

J x Ptr 2 W ?gn / 

on pourra substituer à la relation (i3) la suivante 




dans laquelle les erreurs commises sont seulement de l’ordre 
de ds \ 


643. Il ne nous reste plus, pour achever l’étude de la courbure 
géodésique, qu'à faire connaître une formule élégante, due à 
M. Liou\ille, qui permet d’exprimer la courbure totale de la sur- 
face au moyen des rayons de courbure géodésique des courbes 
coordonnées. 

Supposons l’élément linéaire donné par la formule 
(i5 ) ds~ = k 2 du*-±- 2 ÀC cos a du dv -h G 2 dv-. 


Nous avons obtenu, pour les courbures géodésiques des lignes 
coordonnées, les expressions suivantes [II, p. 391 ] 

^ G dn A dm 

VIO) — = -T H r u = -7 h r. 

pgv dv p£. K du 

Si l’on porte les valeurs de r, r { déduites de ces équations dans 
l’expression (id) delà courbure [II, p. 364], on aura 


(17) 


AG sinx 
RR' 



du dv 


C’est la formule de M. Liouville (*). Dans le cas des coordonnées 
rectangulaires, elle est susceptible d’une transformation élégante. 


( T ) On la trouvera dans l’article que nous venons de citer. 
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Effectuons les dérivations et remarquons que Ton a 

dA = — AG dC _ AC 
àv pg U 7 du ~ 


en remplaçant les dérivées de A et de G par ces valeurs et divisant 
par AC , nous trouverons 


RR' 


>(±) *(±) 


G dv 


A du 


i 

?gu 


I 




ou encore, en désignant A du, C dv respectivement par âs u , ,, 


( 1 8 i 



i 



La courbure totale de la surface se trouve ainsi exprimée d'une 
manière entièrement géométrique en fonction des courbures 
géodésiques de deux courbes coordonnées appartenant à un 
système orthogonal et de leurs dérivées par rapport à la normale. 

M. Bertrand a montré que la formule de 3VL Liouville résulte 
immédiatement du théorème de Gauss. 

Appliquons, en effet, la formule générale de M. Bonnet au qua- 
drilatère curviligne formé par quatre lignes coordonnées ( u ), 
( u -T- A u), (v), (v -1- Av) ( fi g . 63). On aura d’abord 


/■ 


do) = 271 ■ 




M, M', P, P 7 désignant les angles intérieurs du quadrilatère 
MM 7 P' P. Si a désigne l’angle des lignes coordonnées, on aura évi- 
demment 


/• 


do) — 


A wt , désignant, selon l’usage, la différence seconde de a lorsque u 
et v reçoivent respectivement les accroissements Au et Av. 


Calculons maintenant 
On aura 


l’intégrale J* 


ds 

S 


étendue à tout le contour^ 


f£-r 

J Pff Jyi 


A du 
P» 


r v ç L d 1 _ r v h. du 

Jw t/p Pu 


_ t 

P? 



1 3 a 

c’est-à-dire 
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r e ^ ; 

J r'é 1 ' i r'" Jyi 

ït, par conséquent, la formule de M. Bonnet nous donnera 


«,'jj »“'« J 


r\G sin v. du ch 
RR 7 ’ 


l'intégrale double étant étendue à tout l’intérieur du quadrilatère. 
Si A u et Ao deviennent infiniment petits, cette formule se réduit 
évidemment à celle de M. Liouville. 



Nous allons indiquer quelques applications. Supposons d’abord 
que les lignes coordonnées soient toutes des géodésiques; ■> — 

pffu pri- 
seront nuis et l’on aura, pour l’expression de la courbure, 

. AG sin a d-% 

(,9) -Rff-=5ÏÏTp- 

Si l’élément linéaire de la surface a été ramené à la forme 
( ao) ds- = du- 4- dv 2 -+- 2 du dv cos a, 



( 21 ) 


d% 
du 5 
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et, par conséquent, 

sina _ à 1 a 

'RR 7 _ “ du dv * 

La forme (20) de F élément linéaire, sur laquelle nous aurons 
l'occasion de revenir, offre quelque intérêt au point de vue géomé- 
trique; si l’on fait croître les variables u et p par degrés égaux, on 
obtient une division de la surface en losanges infiniment petits 
dont les côtés sont tous égaux, mais dont les angles sont variables. 
Considérons, avec M. Tchebychef (* ), une étoffe formée par deux 
systèmes de fils croisés à angle droit. Si Fon admet, avec Féminent 
géomètre russe, que, dans toute déformation de l’étoffe, le point 
d'intersection de deux fils rectangulaires quelconques n’est pas 
changé, mais que Fangle seul de ces deux fils a pu varier, il est 
clair que l’élément linéaire de la surface formée par l’étoffe, pri- 
mitivement défini par la formule 

ds 2 = du 1 - f- dv 2 , 

prendra, par la déformation de l’étoffe, la forme 
ds - = du- — dv*-h 2 cos x du dv, 

où a sera une fonction quelconque de u et de v. Ainsi, d’après les 
idées que nous venons d’exposer, il faudrait, pour habiller une 
surface, résoudre le problème de Géométrie suivant : 

Ramener, par un choix convenable des courbes coordonnées , 
V élément linéaire de la surface proposée à la forme (20). 

644 . Revenons maintenant au théorème de Green et supposons 
que plusieurs courbes soient nécessaires pour limiter la portion 
de surface que Fon considère. Ce cas peut se présenter pour les 
surfaces les plus simples, comme le plan, la sphère, etc. Par 
exemple, on peut considérer ( fig . 64) la portion d’une surface 
comprise entre la courbe (A) et les courbes (B) et(C). On suivra, 
dans ce cas, la méthode bien connue et l’on fera des sections qui 
nous ramèneront à l’hypothèse examinée en premier lieu. Ici, par 


( ! ) Tchebychef, Sur la coupe des vêtements ( Association française pour 
l’avancement des Sciences. Congrès de Paris, p. 1 54 ; 187S ). 
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exemple, nous joindrons par des traits a [3 et os les courbes (A) et 
(B), (B) et (Ci, transformant ainsi la portion de surface consi- 
dérée en une aire à connexion simple; puis nous suivrons le con- 
tour total ajsyos^Yi s oh *ax h, dans un sens ou dans Fautre, 
par exemple de manière à laisser toujours Faire à notre gauche. 
Les chemins a 3. os étant parcourus deux fois en sens contraire, 
ies valeurs de Fintégrale 


/ 


( M du h- A cfr ; 


relati\e$ à ces portions du contour se détruiront si, conformément 
à Flnpothèse, les fonctions M et N sont uniformes; et il restera 

Fig. 64. 



seulement à étendre l’intégrale précédente aux trois courbes (A) 
(B), (C), parcourues chacune dans un sens tel que Faire considérée 
soit toujours à la gauche du mobile. On aura donc, en répétant la 
démonstration que nous avons donnée plus haut, 

le signe ^ indiquant que Fintégrale du premier membre doit être 

étendue à toutes les courbes limites. Et, s’il existe, à l’intérieur de 
Faire, des points pour lesquels les conditions de continuité ne soient 
pas satisfaites, on les isolera par une courbe que l’on joindra à 
celles qui limitent la région considérée. 

Faisons l’application à la formule qui donne le rayon de cour- 
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bure géodésique; nous aurons 

2(/*-/ï)-/Æ 

les signes ^ et f * ayant la même signification que précédemment. 

6-io. Dans le cas où la surface n’a pas de limites et où les con- 
ditions que nous avons énoncées sont remplies en chaque point 
de la surface, on aura 



C'est ce qui a lieu, par exemple, pour le tore engendré par un 
cercle tournant autour d’un axe situé dans son plan mais ne le 
rencontrant pas. Si l’on rapporte cette surface au système formé 
par les méridiens et les parallèles, toute région infiniment petite 
de la surface sera traversée parle réseau de ces lignes comme une 
région du plan l’est par des droites parallèles à deux axes coor- 
donnés. La courbure totale du tore sera donc nulle. On peut con- 
firmer ce résultat en considérant successivement la portion con- 
vexe et la portion à courbures opposées de la surface. La portion 
convexe, par exemple, est limitée par les deux parallèles extrêmes 
de la surface. Pour chacun d’eux, on a évidemment 



et, par conséquent, cette portion convexe a pour courbure 
Quant à la courbure de l’autre portion, elle est exprimée par des 
intégrales étendues aux mêmes contours, mais dont tous les élé- 
ments sont égaux et de signe contraire à ceux des intégrales pré- 
cédentes. Elle est donc égale à — et la courbure totale est 
nulle. 

Une sphère, un ellipsoïde ont évidemment une courbure totale 
égale à 4^. Les remarques précédentes nous conduisent par suite à 
cette conclusion qu’il est impossible de rapporter ces surfaces à des 
systèmes de coordonnées permettant de découper chaque région 
de la surface en mailles rectangulaires. Et en effet, quel que soit 
le système de coordonnées employé sur une sphère, il y aura tou- 
jours, dans l’application de la formule générale, des points ou des 
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lignes à isoler. Si l’on rapporte, par exemple, la sphère au système 
formé des méridiens et des parallèles, il faudra isoler les deux 
pôles; si l'on emploie les coordonnées elliptiques, il faudra isoler 
les quatre foyers, etc. Mais on peut appliquer la formule géné- 
rale à la zone comprise entre deux parallèles de colatitudes 0 o et 
h { . On aura, pour le premier parallèle, 


/ 


do) = 


o. 


et, pour le second, 




2 TT cosft 0 



cosdi. 


La formule générale deviendra 


( ij ) 


2 TI ( COS Oo — COS 8 1 ) 



ds 


ce qui est bien d’accord avec les résultats connus. 


646. Nous donnerons, en terminant, une transformation de la 
formule générale qui permet d’éliminer la courbure géodésique. 
Nous avons vu (n° 631) qu’étant donné un arc de courbe MM', si 
l’on porte sur les normales géodésiques des longueurs infiniment 
petites X, la variation de cet arc a pour expression 


oMM'= 



Si nous appliquons cette formule à un contour fermé et si nous 
supposons a constant et égal à on, elle nous donnera 


( 26) 



s désignant l’arc de la courbe et l’intégrale étant étendue àtoutle 
contour. L’emploi de cette relation permet d’écrire la formule ( 24 ) 
sous la forme 


(* 7 > 



0 £\ _ f T — 

on) "JJ HR'* 


Mais il importe de remarquer que, d’après la convention rela- 
tive au signe de 0 *, la longueur constante S n doit être portée sur 
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la portion des normales géodésiques du contour dirigée vers 
V intérieur de U aire , si le contour est supposé parcouru dans 
le sens direct. Pour définir d’une manière tout à fait précise le 
sens direct, il suffît d’imaginer un observateur placé sur la surface 
du même côté que la partie positive 0^ de l’axe des ^ du trièdre 
(T). Le sens direct sera celui dans lequel cet observateur sui\rait 
les diverses parties du contour en laissant toujours à sa gauche 
l’aire considérée. 

Les intégrales J du qui figurent dans la formule (2-) sont 

étendues aux différentes courbes qui forment le contour. Soit (C) 
l’une de ces courbes: si elle n’a aucun point saillant, l’intégrale 
correspondante sera évidemment un multiple de 27:, puisque, 
après un tour complet, les lignes trigonométriques de to repren- 
nent la même valeur; si, au contraire, la courbe est brisée, on aura 

j du = z/it. — 10 . 

*/ 

h étant entier et 26 désignant la somme des angles 6 dont la lan- 
gente tourne brusquement à chaque point saillant. 


647 . Les propriétés que nous venons de faire connaître suc- 
cessivement se ramènent en dernière analyse au beau théorème de 
Gauss sur la courbure du triangle géodésique. Il est naturel de se 
demander si ce théorème constitue une propriété caractéristique 
des lignes géodésiques. Laréponse à cette question n’offre aucune 
difficulté. 

Reprenons la formule (9) qui donne le rayon de courbure 
géodésique et qui conduit à l’équation 

où les intégrales simples et double ont la signification plusieurs 
fois rappelée. Le théorème de Gauss et la formule plus générale 
de M. O. Bonnet reposent sur l’équation 




que l’on déduit de la précédente en supposant que le contour est 
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exelusi\ement formé de lignes géodésiques. La question que nous 
avons maintenant à nous proposer est donc la suivante : Est-il 
nécessaire y pour que V équation (29) ait heu , que le contour soit 
formé de lignes géodésiques? Or, si nous comparons cette équa- 
tion (29) qui doit avoir lieu à la relation (28), qui est absolument 
générale, nous reconnaissons qu elle équivaut à la suivante 



où l'intégrale est étendue à tout le contour. Cette condition est 
évidemment vérifiée si — est nul en chaque point du contour, 

?g 

c'est-à-dire si le contour est formé de lignes géodésiques ; mais 
elle aura lieu encore dans le cas bien plus général où toutes les 
courbes qui composent le contour satisferaient à l’équation du 
second ordre 

( J l 'i — = do(u, r), 

o étant une fonction arbitraire assujettie à l’unique condition 
d'avoir une valeur bien déterminée en chaque point de la surface. 
Nous sommes donc conduits à la conclusion suivante. 

Le théorème de Gauss ne constitue nullement une propriété 
caractéristique des lignes géodésiques; il est encore vrai pour 
toutes les courbes qui satisfont à l’équation ( 3 i), c’est-à-dire pour 
lesquelles l’angle de contingence géodésique est la différentielle 
exacte d’une fonction de point. 

C’est ainsi que, si l’on considère dans le plan les courbes qui 
satisfont à l’équation différentielle 

cls . . 

— = do(. r,y), 

? 

x eïy désignantes coordonnées cartésiennes, la somme des angles 
d’un triangle curviligne quelconque formé avec trois de ces courbes 
sera égale à deux droits. 

Plus généralement, si l’on considérait une intégrale double quel- 
conque 


//(s-sh* 
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et les courbes satisfaisant à l’équation différentielle 

<*?(“■ 

l’intégrale double, étendue à tout polygone formé de ces courbes, 
s’exprimerait en fonction de la somme des accroissements que 
prend la fonction <p quand on passe d’un côté du polygone au sui- 
vant. Ces remarques n’ont peut-être pas d’importance pratique; 
mais elles font mieux comprendre les méthodes précédentes ( 1 ). 


-.-j = M du-\ dv. 


(») Darboux, Sur une série de lignes analogues aux lignes géodésiques 
i Annales de l’École Normale , t. VIÏ, i re série; 1S70). 
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Nou\elIe application du théorème de Green; généralisation du théorème des 
projections. — Expression analytique du rayon de courbure géodésique d‘une 
courbe définie de la manière la plus générale par une équation quelconque en 
coordonnées curvilignes. — - Etude des courbes (F) qui sont définies par cette 
propriété qu'en chacun de leurs points la courbure géodésique soit une fonc- 
tion donnée à l'avance des coordonnées du point. «— Équation du second ordre 
au moyen de laquelle on les détermine. — On peut, comme dans le cas des 
lignes géodesiques, ramener la détermination de ces courbes à l’intégration 
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre. — Propositions et 
propriétés de maximum ou de minimum analogues à celles des lignes géodé- 
siques. — Des cercles géodésiques, c’est-à-dire des courbes dont la courbure 
géodésique est constante. — Détermination des cercles géodésiques pour toutes 
les surfaces applicables sur des surfaces de révolution. — Propriétés relatives 
à la courbure géodésique dans les systèmes isothermes. — Systèmes orthogo- 
naux composés de deux familles de cercles géodésiques. — Cas des surfaces 
à courbure constante. 


648. Considérons un faisceau de courbes (:p) représenté par 
l'équation 


et u. v) ~ const. 


et une courbe fermée (À) ( fig . 65). Calculons, en chaque point 
de (A), l’angle 6 de la courbe (A) et de la courbe (<p) qui passe 
en ce point, supposées l’une et l’autre parcourues dans le sens 
indiqué par les flèches. Si l’élément linéaire est donné sous la forme 
de Gauss, on aura 


1 U 


cos 6 = 


E du <5 k -T- F ( du or — c/p ozz ') -f- G dv or 
ds o s 


les symboles d et o se l'apportant respectivement à la courbe (A) 
et à la courbe (/f). On aura donc 
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et, par conséquent, 


H désignant le radical v^EG — F 2 et As étant le paramètre diffé- 
rentiel déjà rencontré dans la théorie des lignes géodésiques. Le 
radical aura son signe déterminé parla condition que les \aleurs 


de om, ov correspondent au sens marqué par les tiédies sur les 
courbes (îp). En portant les valeurs de op dans l’expression de 
cosf), on trouvera 

Gp. — F p- 

7 A 0 V f)ll , OU QV , 

as cos 0 = — — du — — cw. 

H /a© H s / Acp 

ou, plus simplement, 

( 3 ) cls cosO = ïl du — H — 7T~V" di\ 


Par suite, l’intégrale 


■m 

J ' cos G ds 


étendue au contour (A) sera égale, d’après le théorème de Green, 


à l’intégrale double 


Oui ,00 I ürl ,00 

\ à àtJ \ à t, 


i)] 


étendue à toute Faire limitée par le contour. 
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D'autre part, d'après la démonstration même que nous avons 
donnée de ce théorème, la même intégrale curviligne sera égale à 
la somme des intégrales analogues relatives à chacun des con- 
tours infiniment petits dans lesquels on peut résoudre le contour 
f Ah Prenons pour un de ces contours celui qui est formé (fig. 66 , 

Fig. 66. 



par deux courbes infiniment voisines (©), (cp -j- c/cp) et par deux de 
leurs trajectoires orthogonales infiniment voisines. Soit MJPP'P 
ce contour, qui sera parcouru dans le sens indiqué par les lettres. 
On a évidemment 


C* r 

I ds cosô — MM', / ds cosO = o, 

«Ai *- >r 

r v r M 

I ds cosô = — PP', / ^5cos6 = o, 

dl»‘ dp 


et, par conséquent, l’intégrale étendue à tout le contour aura pour 
valeur 

MM' — PP'. 


Si l’on emploie l’expression de la courbure géodésique donnée au 
n° 63o, on trouvera 


(4> 


MM'— PP' = 


MM'. MP 

, 

Ps- 


o* désignant le rayon de courbure de la courbe (©) au point M, 
rayon qui sera considéré comme positif seulement s’il est porté 
dans le sens MP. D’ailleurs, comme MM 7 . MP représente l’aire d? 
comprise à l’intérieur du contour MM' P' P, on peut écrire la re- 
lation 

(5) f AcosO- [f± 

d(\) d J pff 
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qui donne une nouvelle expression de l’intégrale curviligne étendue 
au contour (A). 

Si nous l’égalons à l’expression déjà trouvée, nous obtiendrons 
la relation 



où les deux intégrales doubles sont étendues l’une et l’autre à la 
même aire. Comme cette aire est d’ailleurs limitée par un contour 
quelconque, il faut nécessairement que les éléments des deux in- 
tégrales soient égaux. On aura donc, en remplaçant ch par H clu dç, 
l'équation 



qui fera connaître la courbure géodésique des courbes (:p). Cette 
formule élégante est due à M. O. Bonnet, qui l’a démontrée par 
d’autres considérations (<). 

La formule (5), qui résulte delà méthode précédente, peut être 
considérée comme une généralisation du théorème des projections. 
Supposons, en effet, que les courbes (o) deviennent des droites 
parallèles dans le plan. On aura, pour tous les points de l’aire, 
p s = co et, par suite, 

J f ds cos 9 = o, 

|A) 

ce qui constitue l’expression analytique du théorème des projec- 
tions. 

649. On peut faire reposer sur l’équation (6) la théorie des 
courbes dont la courbure géodésique est une fonction quelconque 
donnée à l’avance, F(z/, p), des coordonnées u et p du point de 
la courbe. Ces courbes sont définies par l’équation différentielle 


0) O. Bonnet, Mémoire sur V emploi d'un nouveau système de variables 
dans V étude des propriétés des surfaces courbes ( Journal de Liouville, 2 e série, 
t. V, p. i64; 1860). 
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du second ordre 
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< F ( u : v) ds — dtx> -±- r du -+- r x dv. 

que Ton déduit immédiatement de l’expression connue du rayon 
de courbure géodésique. Elles comprennent comme cas particulier 
les courbes dont la courbure géodésique est constante, et elles 
donnent la solution cl’un intéressant problème de Calcul des 
variations. Il nous suffira, pour le montrer, de suivre la méthode 
que nous avons déjà employée (Livre V, Cliap. IV) dans l’étude 
des lignes géodésiques. Pour abréger, nous désignerons sous le 
nom de courbes (F) toutes celles que nous venons de définir et 
qui satisfont à l’équation précédente ou, si l’on veut, à la suivante 


( 8 ) 

Soit 


- = F( u. v). 
?g- 

o ( u. v) = const. 


l’équation d’une famille quelconque de courbes (F). En adoptant 
l’expression (6) de la courbure géodésique, nous voyons que s 
devra satisfaire identiquement à l’équation aux dérivées partielles 
suivante 


<9> 


HF(« } P)-f 


o 

du 




= o. 


Or on peut toujours, et d’une infinité de manières, mettre le 
produit HF sous la forme ( 4 ) 


i io) 


HF(«,p) = 


dN 

du 


dM 

dv m 


Si l’on substitue cette expression dans l’équation (9) et si l’on 
désigne, pour abréger, par p 1 et c/ les dérivées de ç, on mettra 
l’équation à intégrer sous la forme 



(*) Par exemple, on donnera M arbitrairement et l’on déterminera N par une 
quadrature. 
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En introduisant une fonction auxiliaire 9 dont nous désignerons 
les dérivées par/? et q, on peut évidemment remplacer l’équation 
précédente par le système suivant : 




ü\/\o 

11 'hr L = — N — 11 = U "+ 


dp 


üq 


Or ces deux équations ne contiennent o que dans le 


rapport ^ « 


On pourra donc éliminer ce rapport et l’on sera ainsi conduit à 
l'équation du premier ordre pour & 


'iï) 


E( N -4- q ) 2 — 9.F( N -h q ) ( M -+- p ) -u G(M p)* 
EG — F 2 


qui se réduit à celle que nous avons donnée pour les lignes géo- 
désiques quand on y fait M = N = o. 

Il suffit de se rappeler les résultats établis au Livre V (Chap. Y) 
et Ton reconnaîtra immédiatement que l’équation précédente ex- 
prime la condition nécessaire et suffisante pour que la différence 

ds 1 — ( dO -T- M du -h N dv ) 2 , 

considérée comme une fonction homogène de du et de dv , soit un 
carré parfait 

i ce du -f~ 3 dv y 2 ; 

il résulte d’ailleurs des formules ( 12 ) que ce carré aura pour 
expression 



Nous sommes donc conduits à la proposition suivante : 

Pour obtenir toutes les familles de courbes (F), il suffira de 
déterminer une solution quelconque de V équation aux dérivées 
partielles (i3). Cette solution 6 étant trouvée , le carré de V élé- 
ment linéaire pourra se mettre sous la forme 

< i-L d$~ — ( -f- M du -+- N dv du -r* k 3 dvp, 

et V équation différentielle 

a du -r- ^ dv — 0 

définira V une des familles cherchées . 

D. — III. 


10 
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ÜG 

En d’autres termes, le problème proposé est équivalent au sui- 
vant : 

Mettre V élément linéaire de la surface sous la forme 
{ n) f/s 2 = -T- M du -r- N dv)* H- cr 2 

Les courbes 9 1 = const. seront celles qu’il s’agissait de déterminer. 


650. Cette proposition est évidemment analogue à celle que 
nous avons donnée au n° 531, relativement aux lignes géodé- 
siques. Elle donne lieu aussi à un grand nombre de conséquences, 
toutes semblables à celles que nous avons développées plus haut 
(Livre V, Chap. V). Nous allons les indiquer rapidement, sans 
apporter à cette étude autant de soin et de rigueur que dans le cas 
plus important des lignes géodésiques. 

On peut démontrer d’abord, par l’application pure et simple de 
la méthode exposée au n° 532, que, si l’on a obtenu une solution (j 
de l’équation (i3) contenant une constante arbitraire a , on pourra 
prendre, dans la formule (i5), 



et, par conséquent, l’équation générale des courbes (F) sera 


(iG) 



Nous reviendrons plus loin (n° 651) sur ce sujet; et nous allons 
maintenant montrer comment on généralise les propriétés de mi- 
nimum relatives aux lignes géodésiques. 


Soit (F) l'une des courbes (F) et soient A et B deux de ses 
points } suffisamment voisins . Si Von considère toutes les 
courbes (K) joignant ces deux points, pour lesquelles l'inté- 
grale 


s 


(M du -h N do) 


a même valeur que pour la courbe (F'), celle de ces courbes 
dont Varc compris entre A et B sera le plus petit possible sera 
précisément la courbe (F'). 
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Imaginons, en effet, que l’on considère la famille formée par 
toutes les courbes (F) qui passent en A et la fonction correspon- 
dante 6 dont les dérivées sont liées à celles de o par les équa- 
tions ( 12 )- On pourra mettre l’élément linéaire de la surface sous 
la forme 

, ) ds 2 = -r M du -r- N dv ) 2 -r- 7 2 do 2 . 

Par des raisonnements analogues à ceux du n° 518, on mon- 
trera que l’on peut constituer autour de A une région telle que, 
par le point À et par un point B de cette région, il passe une 
seule courbe (F) située tout entière dans la région. On obtiendra 
cette région, par exemple, en portant sur toutes les courbes ( F) 
une longueur égale ou inférieure à une limite l. Ce point étant 
admis, on peut répéter rapidement la démonstration du n°521. 

Pour une courbe quelconque (K) joignant A à un point B de la 
région, Tare s est donné par la formule 

/* R 

s — J + M du 4- N dv f -f- 7- do 2 . 

On a donc, si la courbe (K) est distincte de (F'), 

s > J (dü 4- M du H- N dv ) 
ou 

r B 

1 18 ) s > Ob — 6a -h J (M du -t- N dv)\ 


et, si la courbe (K) se confond avec (F'), 

r B r B 

( ig ) s' = J (dft -H M du H- N dv) = 6r — Ba-H J (M du ™ N dv). 

Mais, par hypothèse, nous ne considérons que les courbes (K) 
pour lesquelles l’intégrale 


(20) 


r B 

I ( M du -f- N dv ) 


a la même valeur que pour la courbe (F'). La comparaison de 



LIVRE VI. — CHAPITRE YII. 


l4# 

l’inégalité (' 1 8) et de l’équation (19) nous donne donc 

et la proposition que nous avions en vue est ainsi démontrée. 

On peut déduire des formules précédentes une autre consé- 
quence. N’assujettissons plus l’intégrale (20) à avoir une valeur 
déterminée, mais considérons, parmi les courbes (K) réunissant 
les points À et B, celles qui ont la même longueur que (F'). On 
aura alors 

s = s', 

et la comparaison des formules (18) et (19) montre alors que V in- 
tégrale 

r “ 

I ( M du -h N clv) 

sera plus grande pour la courbe (¥') que pour toute autre 
courbe de meme longueur réunissant les points A et B. 

On peut donner une forme différente à ces résultats. Menons 
par les points A et B une courbe fixe quelconque ADB (fi g. 67 ). 


Fig. (>7. 



L'intégrale (20), relative à toute autre courbe AHB unissant les 
mêmes points, ne diffère que par une constante de celle qui est 
relative au contour entier ÀHBDÀ. Or l'intégrale curviligne rela- 
tive à ce contour fermé peut être remplacée par l'intégrale double 


-//(S-Î)**. 


étendue à toute l’aire que limite le contour. On peut donc trans- 
former comme il suit les propositions précédentes : 

Soient A et B deux points suffisamment voisins, pris sur une 
courbe (F), et ADB une courbe fixe , mais quelconque, unissant 
les deux points . La courbe (F) est la plus courte parmi toutes 
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rel les qui unissent les mêmes points et donnent à T intégrale O 
(a valeur qu'elle prend dans le cas de la courbe (F). On peut 
dire aussi que, parmi toutes les courbes de même longueur 
unissant les deux points, la courbe (F) est celle pour laquelle 
V intégrale Q est maximum . 

631 • Nous sommes maintenant en mesure de résoudre les deux 
questions suivantes : 

Étant donnée une courbe quelconque ADB, trouver, parmi 
les courbes ÀHB joignant ses extrémités et pour lesquelles une 
certaine intégrale double 

< ü =//(S -ï ) du dv =// h F| "’ v > du (k - 

étendue à l'aire ADBHA, a une valeur donnée , celle qui est la 
plus courte ; 

ou encore 

Trouver parmi toutes les courbes de même longueur unissant 
les points A et B celle pour laquelle l'intégrale double précé- 
dente est maximum . 

On cherchera toutes les courbes dont le rayon de courbure 
«éodésique est déterminé par la formule 

ax __ aju 

i , du dv . . 

<22» — = k rr = kF(u, e)î 

P*" w 

où k désigne une constante arbitraire. On construira celles de ces 
courbes qui passent par les points A et B; et l’on déterminera la 
constante k par la condition que l’intégrale double Q dans la pre- 
mière question, ou la longueur de l’arc dans la seconde, ait la 
valeur donnée a priori . Les courbes obtenues donneront la solu- 
tion cherchée. Cela résulte presque immédiatement des proposi- 
tions établies, La règle précédente est d’ailleurs celle à laquelle 
conduit l’application régulière des méthodes du Calcul des varia- 
tions. Le lecteur rétablira aisément le calcul que nous omettons 
ici. Nous allons indiquer seulement comment on pourra déterminer 
les courbes et exprimer les conditions indiquées. 
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On écrira d’abord l’équation aux dérivées partielles 

<'a3) Gf/? -4- 2 FQ 0 -r- kM)(q 7rN) 4 - E(gr -t- ÆN) 2 = EG — F*, 

que l’on obtient en remplaçant M, N par kM, À- N dans l’équa- 
tion (i3). 

Supposons que l’on en connaisse une solution G contenant la 
constante arbitraire a. On pourra mellre l’élément linéaire delà 
surface sous la forme 


< 2\ ) ds l — [f/Ô 4- A*(M du- t- N dv)]*-i- a 2 d§\. 

Sui\ant la méthode du n° o32, différentions en faisant varier 
seulement les constantes a et k. Nous aurons 


| r/fj 4- Æ( M du -4- N dv 
f Os 




Z a+ ( d JLd^+,d 


N dv ') 3 *J 

S)«]« 


La dilférenlielle considérée comme fonction de du et de dv, 
doit diviser la première ligne. Comme elle ne peut diviser le pre- 
mier facteur, elle doit nécessairement diviser le second, et cela , 
quels que soient oa , 8A\ En répétant le raisonnement du numéro 
cité, on pourra prendre 


da 


et il restera l’équation nouvelle 


( 25 ) 


^ + Mrfa+N*=lÆ 

ok da 


où À désigne un facteur de proportionnalité. On en déduit la con- 
séquence suivante. 

Si l’on se déplace sur une des courbes intégrales (9, = const.) 
entre deux points A et B, ~ demeurera constante. On aura donc 

c^+Mà + Nûfi? = o 

et, par suite, 

X' 1 

L intégrale simple qui figure dans le premier membre est égale 
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à Q — /, / étant une constante connue. On a donc 

û=/+ (S) A -(S) B - 

On aura de même, s désignant l’arc AB, 

s = j\d& -h k(M du ■+■ N dv ;] = J h (db — kd^j 


1 5 1 


ou encore 
(27; 


'■( 


6 - k 


wy 

àk)x 


Ces expressions de s et de ü permettront d’écrire simplement 
les équations de condition qui se présentent dans les deux pro- 
blèmes proposés plus haut. 


652. L’application la plus intéressante des propositions géné- 
rales précédentes se rapporte au cas où l’intégrale double Û est 
celle qui donne l’aire d’une portion de la surface. On doit alors 
déterminer M et N par l’équation 

(28) H = \/ EG — F- = ^ , 

' du Ov 

et la formule ( 22 ) nous donne 

, 29) £-*• 

Les courbes correspondantes ont leur courbure géodésique 
constante. Nous les nommerons, pour abréger, des cercles géodé- 
siques (*). Des résultats qui précèdent nous déduisons les corol- 
laires suivants : 

Parmi toutes les courbes de même longueur unissant deux 


( 1 ) Quelques auteurs, au contraire, appellent cercles géodésiques les courbes 
que l’on obtient en portant des longueurs constantes sur toutes les géodésiques 
passant par un point. Comme le cercle, ces courbes sont toujours fermées et elles 
coupent à angle droit tous leurs rayons géodésiques; mais elles n’ont pas, en 
général, leur courbure géodésique constante. Les lignes à courbure géodésique 
constante, auxquelles nous réservons ici le nom de cercles géodésiques , ne sont 
fermées que sur les surfaces à courbure constante. Le lecteur l’établira en cher- 
chant l’équation approchée d’un cercle géodésique de courbure infiniment petite. 
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points A et B, celle qui, jointe à une courbe fixe ADB (fig. 67 ), 
limite la plus grande étendue de la surface est un cercle géo- 
dé si que. 

Parmi toutes les courbes unissant les mêmes points et limi- 
tant une étendue donnée de la surface, la plus courte est un 
cercle géodésique . 


6o3. Pour donner au moins une application de la théorie géné- 
rale qui précède, nous allons montrer que l’on peut déterminer les 
cercles géodésiques de toutes les surfaces qui sont applicables sur 
les surfaces de révolution (*). 

On a alors, pour l’élément linéaire, l’expression 

ds* = du 2 -r- ( u) do- , 


et l'équation 110 ) devient 
II = 


o(u) = 


dN 

Ou 


m 

do ’ 


On peut donc prendre 

3\I = o. 


N 



u ) du = 6 (z£ ). 


L’équation à intégrer (23) prend la forme 
[q + ktyu)]* _ ^ 


(3o; 


cp 2 («) 

Posons ici encore, comme au n° 579, 

0 s= av -4- F ( u ) ; 


il viendra 




ce qui donnera 

(3i, 6 


(’) Voir , à' ce sujet, les deux articles suivants : 

Minding, Zur Théorie der Curven kürzesten Umrings, bei gegebenem Flà- 
cheninhalt , auf krummen Ftdchen ( Journal de C relie, t. LXXXVI, p. 279 ; 
1878 ). 

Dàrboux, Sur les cercles géodésiques ( Comptes rendus , t. XCVI, p. 54; i883). 
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Si Ton différence par rapport à a , on aura l’équation générale 
des cercles géodésiques 

C a -4- k 6 { u) _ 

( 3 a) v— / 7 = — — du — a\ 

J cp(w)/cp 2 (z4) — [a + A-6(M)] a 

Dans le cas des surfaces à courbure constante et égale à l'imité, 
on peut prendre 

<p( u) = sin u , 

et l’on trouve, en effectuant la quadrature, 

\j \ -H /c 2 — a 2 sin(p — r ô ) sinzj -+• a cosw = k. 

C’est l’équation que l’on obtient immédiatement si l’on suppose 
que la surface soit une sphère de rayon t . 


6o4. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant quelques pro- 
positions très simples relatives aux cercles géodésiques et aux 
systèmes isothermes. 

Considérons d’une manière générale une surface rapportée à un 
système de coordonnées orthogonales, et soit 

ds 2 = A 2 du' 2 G 2 dv- 


la formule qui donne l’élément linéaire. Si l’on désigne respec- 
tivement par p u et p ( , les rayons de courbure géodésique des arcs 
A du et C dv, on aura 


( 33 ) 


i _ i dC i _ i dk 

pt, ~~ AC du’ p u ~ AG dv 


Supposons d’abord que le système soit isotherme. On pourra 
prendre 

A = C = X, 

et il viendra 

/ o/ \ i __ i àl i __ J_ cft. 

^ 4} p~v ~ T* du’ X 2 *>’ 

d’où l’on déduit 


( 35 ) 


ik)Ai) 


du 


dv 


En divisant par \ et posant 

ds u — X du, ds v = X dv, 
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on peut donner à cette équation la forme suivante 



qui est entièrement géométrique et qui exprime que les dérivées 
des courbures géodésiques des deux courbes coordonnées sui- 
vant la tangente sont égales au signe près . 

Cette propriété, il est aisé de le reconnaître, caractérise les 
systèmes orthogonaux et isothermes; car, si l’on remplace dans 
l'équation précédente ds u par A du , ds v par C dv, p K et p? par 
leurs expressions (33), il vient 

fô . A 

ra lo Sc =o; 

d’où l’on déduit 

A _ /(«) 

C “ 

équation caractéristique des systèmes isothermes. 

L’équation (36), rapprochée de la remarque précédente, donne 
naissance aux deux conséquences suivantes : 

i° Si une famille de courbes isothermes est composée de 
cercles géodésiques, il en est de même de la famille isotherme 
formée par les trajectoires orthogonales . 

Supposons, en effet, que cette famille soit formée par les 
courbes de paramètre v. Alors p u sera une fonction de r; on aura 



et la formule (35) nous donnera 



Donc p P sera une fonction de u , ce qui démontre la proposition. 

2 ° Si des cercles géodésiques forment deux familles de 
courbes se coupant à angle droit , ces deux familles sont iso- 
thermes. 
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En effet, l’équation (36) est alors vérifiée, et nous venons de 
démontrer qu’elle caractérise les systèmes isothermes. 

Il nous reste à indiquer quelle est la forme de l’élément linéaire 
pour de tels systèmes. Posons 

1 =-F'(«)=-U', ±-=V{ v ) = \'. 

P** r* u 


Les équations (33) nous donneront 


du 


= U', 


G)_ v , 

ÔV ~ ’ 


d’où, en intégrant, on déduit 
(3;) X = 


Ü + V 


Ainsi l’élément linéaire est exprimé par la relation 


(38) 


^ , _ du^-ï-dv* 
(Ü + V) 2 * 


dont la forme seule suffit à établir qu’il n’existe pas, en général, 
sur une surface donnée a priori, deux familles orthogonales com- 
posées de cercles géodésiques. 


655. Nous avons déjà déterminé (n° 638) les surfaces dont 
toutes les lignes de courbure sont des cercles géodésiques. Nous 
signalerons ici encore une question non résolue, analogue à 
celle que nous avons proposée relativement à l’élément linéaire 
de M. Liouville : Rechercher toutes les surfaces dont V élément 
linéaire peut être ramené de diverses manières à la forme (38), 
d est-à-dire qui admettent plusieurs couples de familles ortho- 
gonales composées de cercles géodésiques. 

Au nombre de ces surfaces on doit trouver évidemment toutes 
celles dont la courbure totale est constante. Nous nous contente- 
rons de rappeler ici une proposition qui a été démontrée par 
MM. O. Bonnet et Catalan : 

Étant données deux droites D et À, polaires U une de Vautre 
par rapport à la sphère , tous les cercles dont les plans passent 
par À coupent à angle droit les cercles dont les plans passent 
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pur D. Les deux familles de cercles orthogonaux ainsi déter- 
minées sont les plus générales que Von puisse tracer sur la 
sphère. 

On démontre immédiatement cette proposition au moyen du 
lemme suivant : 

Quand deux cercles d'une sphère sont orthogonaux , le plan 
de chacun cVeux contient le pôle du plan de V autre par rap- 
port à la sphère. 

Ces systèmes orthogonaux composés de cercles ont déjà été 
employés aux n os 206 et 207. On pourrait les retrouver ici en ex- 
primant que l’élément linéaire (38) convient à une surface dont la 
courbure est constante. On est ainsi conduit à une équation qui 
contient, en même temps que les fonctions U et V, leurs dérivées 
des deux premiers ordres et qui permettra de déterminer les ex- 
pressions les plus générales de ces fonctions U et Y. 
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CHAPITRE VIII. 

LES TRIANGLES GÉODÉSIQUES ET LE THÉORÈME DE GAUSS. 

Du système de coordonnées polaires dans une surface quelconque. — Développe- 
ment suivant les puissances de u de la courbure totale et de la quantité À qui 
figure dans l’expression 

ch- =■ clu 8 h- A 2 dv 3 

de l’élément linéaire. — Distance géodésique de deux points quelconques. — 
Son carré est développable en série. — Calcul des premiers termes de cet G* 
série. — Triangles géodésiques infiniment petits. — Théorème de Gauss. — 
Expression de la surface du triangle. — Application des résultats précédent* à 
la détermination de quelques infiniment petits relatifs aune courbe quelconque 
tracée sur la surface. — Expressions de l’arc approchées jusqu’aux termes du 
cinquième ordre. — Étude d’une question posée par M. Christoffel : recherche 
des surfaces pour lesquelles il y a, entre les six éléments d’un triangle géodé- 
siqiie, une ou plusieurs relations indépendantes des coordonnées des six som- 
mets. — Travaux de MM. Weingarten et von Mangoldt. — Les surfaces à cour- 
bure constante sont les seules pour lesquelles il y ait plus d’une relation 
entre les six éléments; et le nombre de ces relations est égal à trois. — Le-s 
surfaces applicables sur des surfaces de révolution sont les seules pour lesquelles 
il y ait une relation, et une seule, entre les six éléments. — Démonstration de 
ce dernier résultat par la considération des triangles géodésiques infiniment 
aplatis. 


6S6. Considérons toutes les géodésiques passant par un point 
C d’une surface donnée (J Ig . 68). Nous avons vu [II, p. 407] que, 
dans une région suffisamment petite s’étendant autour du point C, 
chaque point À de la surface est bien déterminé par sa distance 
géodésique u — AC au point C et par l’angle e que lait en C la 
géodésique CA avec une courbe fixe quelconque CH, choisie pour 
marquer l’origine des angles. 

On sait qu’avec ce système de coordonnées l’élément linéaire 
est défini par la formule 

( 1 ) ds- = d u- -h À- dv*, 

et que la courbure totale de la surface a pour expression 
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Si l’on porte des longueurs égales sur toutes les géodésiques 
passant en C, on obtient une courbe fermée entourant le point C. 
L’élément de l’arc de cette courbe a pour valeur 

ds = 1 dv. 


On voit donc que \ doit devenir nul avec w, et, de plus, en 
assimilant la surface à un plan dans la région voisine du point C, 
on reconnaît que le rapport de \ à u doit tendre vers l’unité 

Fig. os. 



lorsque u diminue indéfiniment. Mais, pour établir ce point en 
toute rigueur et surtout pour obtenir des résultats plus complets 
sur la forme de \ nous devons donner quelques développements 
qui sont d’ailleurs nécessaires pour la suite. 

Soit 

( 3 ) ds- = E dp 2 -F- •>. F dp dq -f- G dq* 

l’expression de l’élément linéaire rapporté à un système de coor- 
données quelconques p et q. Si p { , q K désignent les coordonnées 
du point C, nous admettrons que E, F, G sont développables 
suivant les puissances de p — p l9 q — q { . Ces conditions sont 
évidemment remplies, avec une infinité de systèmes de coordon- 
nées, pour toute région de la surface ne présentant pas de singu- 
larité. Pour plus de simplicité, substituons aux coordonnées /?, q 
les différences p — p u q — q K . De cette manière, les deux coor- 
données du point C deviendront nulles et E, F, G deviendront 
développables en séries ordonnées suivant les puissances de p 
et de q] ces séries seront convergentes au moins tant que les 
modules de p et de q n atteindront pas certaines limites déter- 
minées . 

Ces hypothèses étant admises, nous avons vu au n° S18 
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[II, p. 4°8] <ï ue î si l’on trace une géodésique passant par le 
point (jPo, # 0 )? l es coordonnées />, q d’un point quelconque de 
cette ligne sont définies par les équations 

( p — po—p' + 

(4) { ?-?• =ÿ'-l-py* + apy S r'+P'j'* + ..., 

où les coefficients a, a , a", . . . , (3, (3% p", . . . sont des séries, 
ordonnées suivant les puissances de /> 0 , qo et convergentes tant 
que les modules de ces variables sont inférieurs à des quantités 
déterminées. Quant aux quantités p\ q \ elles ont pour expressions 



0 désignant l’arc de la géodésique compté à partir du point ini- 
tial (/?„, qo) et (Jfô) 0 indiquant les valeurs initiales des 

dérivées de p et de q considérées comme fonctions de cet arc. Nous 
avons remarqué [II, p. 4°9] que l’on a 

(6) E0/>'*h- aFo^y-h Go^ ; 2= 92 , 

E°, F 0 , G 0 étant les valeurs de E, F, G pour le point initial 
(jo 0 , q 0 ). D’après cela, les valeurs de /?, q données par les équa- 
tions (4) doivent être regardées comme des séries ordonnées 
suivant les puissances des quatre variables /> 0 ? qoiP\ q r < séries 
qui sont convergentes quand les modules de ces variables sont 
inférieurs à certaines limites déterminées (*). 

Ces résultats étant admis, supposons d’abord que le point 
(p 0 , qo) coïncide avec le point C; c’est-à-dire faisons 

Po = qo = °* 

Alors la géodésique deviendra l’une de celles qui passent au 
pointC, CB par exemple; l’arc 0 deviendra la variable que nous 


(1) Cette proposition résulte de la théorie des équations aux dérivées par- 
tielles. Car les valeurs de p et de g données par les formules ( 4 ) peuvent être 
considérées comme des fonctions des trois variables p Q > q 0 , $ définies par la double 
condition de satisfaire aux équations (16) du tome II, p. 408, et de se réduire respec- 
tivement à jt? 0 et à q 0 pour $ = 0. Il résulte alors de la théorie générale que les 
séries (4) seront convergentes pour des valeurs de p 0 , q 0 et de s, c’est-à-dire 
de p r et de q’, dont les modules n’atteindront pas certaines quantités déterminées. 
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avons appelée «; et, si l’on suppose que CH soit la courbe de 
paramètre q passant en C, l’angle v sera défini par les formules 
déjà employées [I, p. i 54 ] 

f E 0 />' + F 0 ^ 

l COS P = ■ . . = ? 

] /Eov/£û/-+2Fo/?'H-G 0 ?'2 

(7> ] . i/EoGo-F^/ 

f Smp = ■ ■ .-^ -' 7 : — - ~ ? 

I /Eo v/Eo/ ),2 -H 2F 0 ^/ q' Qoq'~ 

où E 0 , F 0 , G 0 désignent maintenant les valeurs que prennent E, 
F, G au point C. Comme on a aussi 

E 0 />' 2 -f- zFop'q'-r- G 0 q ’ 2 = u-, 


on déduit des formules (7) 

( Eojo'-i- F 0 q' = \/E 0 u cosp, 

1 8) ) , _ 

! vE 0 G 0 — F^'= /E 0 w sin p. 


Quant à p et à g, ils s’expriment en fonction de p l et de q 1 par 
les équations 

j p =p , + ap'2+2a , p'q'+a"q'*-b-..., 

( q = q , + bp r *-{-2b , p'q'-hb"q , t-h-..., 


que l’on obtiendra en annulant dans les formules (4) les valeurs 
de p Q et de q 0 . 

Au moyen des équations (8) et (9), on peut exprimer p et q en 
fonction de u et de v et substituer les valeurs obtenues dans l’ex- 
pression de l’élément linéaire de la surface. Si nous employons 
d’abord les formules (9), nous aurons des résultats tels que les 
suivants 


( 10) 
puis 

(H) 


E = E 0 -r -e 0 y + e' 0 f/'+..., 
F = F 0 -\-Jvp ■+-J'oq' -K • . , 
G = Gy H- g^p' 4 - g' Q q' 4- . . . ; 

J <tp = dp'-i -... 1 

\ dq = dq '-?-. . . , 


les termes négligés contenant tous p r ou q 1 en facteur. 

Il suit de là que l’on peut écrire 

(L2) ds* = E 0 dp' 2 -h 2Fo dp' dq'- H G 0 dq'* + H dp'* + * K dp’dq'+Ldq'*, 
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H, K, L étant des séries qui ne contiendront aucun terme indé- 
pendant de p’ et de q 1 . 

Si nous substituons maintenant dans la première partie 
E 0 dp'-- f- a F Q dp' dq'-h G 0 dq '* 

les valeurs (8) de p’ et de q\ elle devient 

du* u* dv 2 . 


Comme la différence ds- — du 2 doit contenir dv 2 en facteur, on 
aura nécessairement 

H dp'-- f- 2 K dp' dq'-±- L dq' 1 = M dv*\ 


et Ton reconnaît immédiatement que M sera une série, ordonnée 
suivant les puissances de u , dont tous les termes seront au moins 
du troisième degré par rapport à u , les coefficients étant des 
fonctions entières de sine? et de cost>. De cette manière, l’équa- 
tion ( 12 ) prendra Ja forme 


où l'on aura 
et, par suite. 


ds 2 = du* -h A- dv*, 


1 * 2 M S -t- . . . 


f ï3 > À = u -+■ Nu 1 -h 


les coefficients étant, ici encore, des fonctions entières de sint> et de 
cos (J. Nous allons obtenir des résultats plus précis en raisonnant 
de la manière suivante. 


657. La courbure totale de la surface, calculée avec les variables 
primitives p et q par les formules que nous avons données, est 
é\idemment une fonction développable suivant les puissances de 
p et de q . Si l’on y remplace p al q par leurs expressions en u et 
t\ il est clair que l’on obtiendra un résultat de la forme 

1 1 î) RR* ” ^ ^ u ""P G U --+-. . • . 

où le coefficient de u n sera un polynôme homogène et de degré n 
en sinç>, cosc>. 

Admettons cette conclusion, qu’il serait facile d’établir autre- 
ment. Si, dans la formule ( 2 ), on substitue les valeurs précédentes 
D. — III. 


u 
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de A et de RR 7 , on obtient l’identité 

(A = 2N + 6P« + ..., 

d’ou Ton déduit, en égalant les coefficients des mêmes puissance^ 
de u dans les deux membres, 

A T = o, A = 6P, B = 12 Q, Ch-ÀP = 2oR, 
et, par suite, 



On voit donc que l’on a définitivement 
(i5) X = w-f- Pm 3 + Qm 4 -^ R zi 5 -f- Sw 6 -f-. . 

le coefficient de u z étant une constante, qui est égale au 
sixième de la courbure totale en G changée de signe , et, d’une 
manière générale , le coefficient de u n étant un polynôme homo- 
gène d’ordre n — 3 par rapport à sin 0 et à cos p. 

En particulier, les expressions de Q et de R seront 

( Q = a cost; -+- b sint>, 

< 16) ] . 

( R = cos-t> -f- sin 2 t; -4- 2 e' sint> cosp, 

a , b , a , V , c } étant des constantes d’ailleurs quelconques. 

Il nous paraît très intéressant que \ revête une forme aussi par- 
ticulière, quelle que soit la surface considérée. Il semble, en effet, 
que l’on pourrait choisir \ arbitrairement parmi les fonctions qui 
sont assujetties à l’unique condition de s’annuler avec u . Mais il 
faut conclure de notre analyse que, si l’expression de \ ne rentre 
pas dans la forme que nous avons donnée, la surface présentera 
une singularité au point C. 

Avec l'expression précédente de \ la courbure totale sera dé- 
terminée par l’équation 

1 * 7 ) = — 6P — raQ»-+-(6P*~ 20R) (18PQ — 3 0 S)w 3 -t-. . ., 

que l’on obtient en appliquant la formule (2). 

608. Nous allons maintenant étudier une autre question et 
montrer que la plus courte distance géodésique de deux points 
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A et B pris dans la région qui environne le point C (Jig. 68) a son 
carré développable en série suivant les puissances entières et 
positives des coordonnées p , q et p 0 , q Q des deux points , pourvu 
que ces deux points soient suffisamment rapprochés de C. 

Supposons que /?<>, q o soient les coordonnées de À. Nous avons 
vu qu’une géodésique passant par ce point est définie par les deux 
équations ( 4 )* Comme on a, pour des valeurs milles de p f et de q \ 

d (P> 9 ) _ T 

à{p', q’) ~ h 

on peut résoudre ces équations (4) par rapport à p 1 et à q r et ob- 
tenir ainsi pour ces variables des expressions 

(iS) p\ q r = P(/?o» qo,p—po,q — qo), 

où le symbole P désigne des séries ordonnées suivant les puissances 
des quatre variables p 0 , q 0 , p — p 0 , q — q 0 ; et il résulte d’ailleurs 
des propositions générales de la théorie des fonctions que ces 
séries seront convei’gentes tant que les modules de ces variables 
n’atteindront pas certaines limites, déterminées pour chacune 
d’elles. Par exemple, si 2 Z désigne la plus petite de ces limites, les 
séries seront convergentes pour toutes les valeurs des variables 
dont le module sera inférieur à 2 Z. Nous allons montrer que ces 
séries peuvent être ordonnées suivant les puissances entières de 
p, q, p Q , q 0 et rester convergentes tant que les modules de ces 
nouvelles variables sont inférieurs à L 

En effet, si les modules de /?, ÿ, p 0l ÿ 0 sont inférieurs à Z, ceux 
des variables anciennes /> 0 , q o? p — P<n q — ÿo sont certainement 
inférieurs à 2 Z et, par suite, les séries (18) sont absolument con-' 
vergentes. On pourra donc grouper comme on voudra les termes 
de ces séries sans altérer ni la convergence, ni la somme totale de 
chacune d’elles. D’après cela, réunissons en un seul groupe, dans 
chaque série (18), tous les termes qui sont du même degré par 
rapport à p Q , q 0 , p — p 0 , q — q^ ; puis développons par la formule 
du binôme les puissances des différences p — /? 0î q — Nous 
aurons ainsi les séries (18) ordonnées suivant les puissances de 
p, q , qo et d’ailleurs convergentes, comme il fallait le démon- 

trer. 
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Si, maintenant, on porte les valeurs de />', q 7 dans la formule (6) 
02= E° p t2 -h 2 F 0 p'q'-t- G 0 #' 2 , 

O il E°, F 0 , G 0 sont développables suivant les puissances de p 0) 
on reconnaîtra que O 2 est développable en sérié convergente or- 
donnée suivant les puissances de p> q, />o 5 ÿo quand les deux 
points A et B sont suffisamment voisins du point C. Telle est la 
proposition générale qu’il s’agissait d’établir. 

6o9. Imaginons maintenant qu’aux variables p et q on substitue 
les coordonnées polaires u et v. Le développement de 0 2 deviendra 
une série ordonnée suivant les puissances de u , u 0 et dont les 
coefficients seront des fonctions entières de sin^, cos y, sinp 0 , 
COSPq- 

Les termes de degré moindre de cette série s’obtiennent aisé- 
ment par l’application de la méthode précédente. On trouvera 
ainsi 

( 19 ) 02 ~ U 2 -h ul — 2UU 0 COS(t> — Po) H- Q, 

Û contenant les termes du troisième ordre et des ordres supé- 
rieurs. Mais on pourrait établir ce résultat par un raisonnement 
a prioj'i. En effet, lorsque u et u 0 deviennent infiniment petits, 
l’expression de G 2 doit se réduire à ce qu’elle est dans le cas du 
plan, et cette simple remarque permet d’écrire la formule précé- 
dente. Pour calculer O, nous nous appuierons uniquement sur l’é- 
quation aux dérivées partielles 



à laquelle doit satisfaire 0, considérée comme fonction des varia- 
bles u et v* Le calcul se trouve beaucoup simplifié par les remarques 
suivantes. 

Si l’on fait u$ = 0 , on a exactement 0 2 = & 2 , Q = o. Tous les 
termes de la série ü doivent donc contenir u Q en facteur. On dé- 
montrera de même qu’ils doivent admettre les facteurs u et 
sin((> — v 0 ) et la suite du calcul montre même que ù doit être 
divisible par u-u\ sin 2 (p — p 0 ). Nous poserons donc 

(ai) 2 UUq COS(p — P ô ) -h 2 M 2«2 S in 2 (ç — P 0 )^. 
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On voit qu’il suffirait de connaître le premier terme de à pour 
>btenir une expression de 9 2 exacte jusqu’au cinquième ordre 
îxclusivement. Pour déterminer A, nous allons exprimer que 6 est 
me solution de l’équation (20); mais auparavant il convient de 
aire un changement de variables. 

Posons 

22) wcosp = #, wsinp=jr. 

1 est très facile de donner la signification géométrique des nou- 
velles variables x et y. Faisons correspondre, en effet, à chaque 
joint M de la surface un point M 7 du plan tangent en C par la con- 
itruction suivante. Sur la tangente en C à la géodésique CM, por- 
ons une longueur CM 7 égale à l’arc CM; x et y seront les coor- 
lonnées du point M 7 par rapport à des axes rectangulaires ayant 
eur origine en C et situés dans le plan tangent. 

Lorsqu’on substitue x et y à u et à p, les produits 

2Q u, (2 R H- P~)u 2 , ( 2 S -+- 2 P Q ) zz® 

leviennent des polynômes homogènes du premier, second, troisième 
legré par rapport à x et à y. 

Nous poserons 

2Q u =s 2P1, 

(2R-*-p 2P 2 , n = p -t- Pi -h p, -h P 3 

(2Sh-2PQ)w 3 =2P 3 , 


On aura 

À2 = u*. -j- 2 n u'% 

t l’élément linéaire se présentera sous la forme suivante : 

24 ) ds 2 = dx* ■+■ dy 2 ->r 2ÏÏ(x dy — y dx)-. 

La courbure totale, qui est déterminée par l’équation (17), aura 
our expression nouvelle 

—7 = 6P -hI2PiH“20P 2 

— i6P2(^ 2 '+-7 2 ) + 3oP 3 -48PPi(ar 2 +y 2 )-H...- 




25 ) 



i66 


LIVRE VI. — CHAPITRE VIII. 


L’équation à laquelle doit satisfaire 0 prendra la forme 

/<? 6\2 /d 8 \* / <>Ô \ 2 „ „ 

< a6 ) (te) + {*) + + «*+ r * )l 

que l’on peut obtenir directement par le calcul de AS [II, p. 425]; 
et enfin l'expression de 9 2 deviendra 

(a;) 6 2 = (x — ^o) 2 -^(7—7o) 2 H-2^<t 2 , 

7 désignant le déterminant 

(a8) G = xy 0 — Yx 0 * 

Il ne reste plus qu’à substituer la valeur de 9 dans l’équation aux 
dérivées partielles ( 26 ), et l’on obtiendra, en supprimant le fac- 
teur a- 2 , l’équation 


db db 

o = -n-f6 + (a*-^ 0 )^+(7-7o)ÿ — 


" r ‘ 2lI ( a: Ë ^ y % va?t—yyt) 

2 H $)1 

qui fera connaître <i. Posons 

(29) + 

’i £ * désignant l'ensemble des termes de degré i. En égalant à zéro 
l’ensemble des termes de même degré dans l’équation précédente, 
on obtient les relations 

%-P = o } 


+ 1 -+•(*-*,) J -+-(/— 70 ) X7 — Pi=o, 


(*>> 


àx ‘ v - ru ' ày 

fo+(*-*,)3ï + (y-yo)^ 

+ 2 P* [O -»,)*+ Or -yof] - p 2 = O, 


qui permettent de déterminer sans difficulté les polynômes 
Désignons par l’indice supérieur 0 le résultat de la substitution 
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de # 0 , v 0 à x et à y. On trouvera ainsi 


(3i) 




2? — 2*0)24- ( 





On calculera de même A 3 , A,, A s , — Mais les expressions précé- 
dentes, qui permettent d’obtenir le carré de la distance géodésique 
jusqu’aux termes du sixième ordre, nous suffiront amplement. 


660. Si l’on revient maintenant aux variables primitives u et v, 
on aura, en se bornant, par exemple, aux termes du cinquième 
ordre, 

l 6 — 2 UUq C0S(P — V Q ) 

(3*2) I 

) -+■ u-ul sin 2 (p — ^ 0 )[2P -h Qw-f- Q 0 i*oh 

Q 0 désignant ce que devient Q lorsqu’on y remplace r par r 0 . Si 
l’on veut d’ailleurs obtenir les termes du sixième ordre, il suffira 
d’ajouter dans les crochets la valeur suivante de 2^2 : 


— p2 ) w o 


| — H- 3 P 2 ^ UUq cos(p — p 0 ) — ^ ^ UUq sinfp — t'o). 


L’égalité (3a) contientle théorème qui a été établi par Legendre 
pour les triangles sphériques infiniment petits et qui a été étendu 
par Gauss, dans les Disquisitiones , à tous les triangles géodé- 
siques infiniment petits tracés sur une surface quelconque. Con- 
servons les notations précédentes. Soient A le point de coordon- 
nées m 0? ^ 0 ? B le point de coordonnées m, p. Le triangle ABC 
( fig . 68) aura ses côtés composés de lignes géodésiques; et, si 
l’on désigne par a, 6, c, A, B, C les côtés et les angles de ce 
triangle, on aura 

u = a, u 0 = 6 , v — v q = G. 

Si l’on désigne ensuite par a, (î, y les valeurs de la courbure 
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totale aux trois sommets A, B, C respectivement, la formule (i 7 ) 
nous donnera, si nous ne conservons que les deux premiers 
termes, 

Y = — 6P, a = — GP — 12 Q 0 uq, P = — 6P — laQtt. 


On déduit de là 


(34) 



riQw = y — P, 


12 Q 0 u Q — y — oc, 


Q u -f- Qo Uq — 


a ■+• 2 y 
12 


L’équation ( 82 ) prendra donc la forme entièrement géomé- 
trique 

_ a 2 & 2 sin 2 C t Q 

(35) c 2 S= ô 2 — 20Ù cos G — (a + p + 2 y), 


où l’on néglige seulement les termes à partir du sixième ordre. 

Construisons un triangle rectiligne auxiliaire dont les côtés 
seront «, c et désignons par A 0 , B°, C° les angles de ce triangle. 
On a 

c- — a~ -7- b 2 — 2 ab cos G 0 . 

En retranchant de l’équation (35) et divisant par ab , nous 
trouverons la relation 

- • ab sin 2 C , 0 , \ 

COSC — COSC 0 = ; (OC + p + 2 Y ) j 

24 

exacte jusqu’au troisième ordre inclusivement , et d’où il résulte 
que la différence entre C et C° est du second ordre. Il suit de là 
que l’on peut négliger le carré de cette différence et remplacer, 
dans la formule précédente, 

cosC — cosC 0 et aôsin 2 G 


respectivement par 

(G° — G)sinC° et aùsin 2 C°. 


# On obtient ainsi 
Si l’on pose 


~ ^ , aèsinG 0 , a 

C = CM -t — ( a -H P 


S° = 


24 

ab sinC 0 


2 y). 


2 
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® sera l’aire du triangle rectiligne auxiliaire, et l’on aura 
C = Co+g(« + p + a7) . 

Par raison de symétrie, on peut écrire les trois équations de 
au ss 

! S° 

A = AO H- —(2*4- ? + Y ), 

S° 

B = B° -h —( a -h a p -h y ), 

, G = C° h- — ( a 4 - p -T- * 27 ), 

t. 1-2 V r ' 


ni ramènent la résolution du triangle géodésique à celle d'un 
iaiîgle plan et qui sont exactes jusqu’aux termes du troisième 
rdre inclusivement. Si on les ajoute, on trouve 

I7 1 A-t-B + C — -=y(a+p+- t M. 

Dans le cas de la sphère, on a 


* = P = Y = 


R2’ 


l l’on retrouve le théorème de Legendre. 

On peut, du reste, déduire de l’expression seule de ô 2 tous les 
iéments du triangle géodésique. La formule relative à la diffé- 
mtielle d’un segment [II, p. 417] nous donne, en effet, les rela- 
ons suivantes, obtenues en faisant varier successivement une 
nile des coordonnées u , p, u Q , 

►os M _ <>8 , cM . . _ àd . . , 

>8) — — cos B, - — =cosA, = k smB, -r— = — / 0 sin A, 

J du 5 du 0 dv dv 0 


0 désignant la valeur que prend \ au point À(i^ 0 , p 0 ). On peut 
^marquer que \ )v 0 sont ce que nous avons appelé, avec M. Chris- 
Dffel (n° 633 ), les longueurs réduites des côtés a et b. Dési- 
nons-les par A («), X(ô); des formules précédentes, on déduit 
égalité 


<?0 


X(a) sinB — X(ô) sinA = — 


^0 __ u? al sin 2 (p — p 0 ) fàty 
àv 0 — 0 



’où il résulte que le premier membre est du quatrième ordre par 
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rapport aux longueurs des côtés. On a donc 

l(a) _ Mb) l{c) 

( ^ ] sinA ~ sinB sin G’ 

en négligeant seulemen t les termes à partir du quatrième ordre (*). 

661. Il nous reste, pour compléter les résultats précédents, à 
faire connaître la surface du triangle géodésique. Il nous suffira 


(») Les résultats que nous avons donnés dans le texte nous permettent d’obtenir 
des formules analogues à celles de Gauss, mais où l’approximation est poussée 
plus loin, jusqu’aux termes du quatrième ordre. Pour donner à ces formules 
une apparence entièrement géométrique, il faut introduire les valeurs de la 
courbure totale pour certains points du triangle, par exemple pour les milieux 
des côtés. Nous désignerons par a', (*', y' les valeurs de la courbure totale pour 
les milieux des côtés a , b y c respectivement. 

Les coordonnées des milieux des deux côtés a et b s’obtiennent sans difficulté 
et permettent de calculer très aisément les quantités a', p f . Mais, pour obtenir y', 
il faut déterminer le milieu de la géodésique ÂB. L’équation de cette géodésique 
peut être donnée sous différentes formes ; et, si l’on utilise, par exemple, la der- 
nière des équations (38), on reconnaît que les coordonnées u, v de tout pointée 
AB doivent satisfaire à l’équation 

(«) ^=-\anA. 

Cette équation, jointe à la suivante 



permettrait de déterminer les coordonnées du milieu de AB; mais, pour 
faire le calcul avec élégance, il est préférable de revenir aux coordonnées x et 
y qui sont définies par les formules ( 22 ) et que nous avons déjà employées avec 
avantage. On trouve ainsi que, si X, Y désignent les coordonnées du milieu de 
AB, la formule (a) nous donne 


v vr bc sin A , 
x ro-\^o= — r — (>- 


5 j désignant un infiniment petit du second ordre. Par raison de symétrie, on aura 
de même 


xY — yX = 


ac sin B , , K 

—7 


et l’on déduit de ces deux formules que l’on aura, comme il est aisé de le vé- 
rifier, 

(ô) x=2±&, y = Z±2s, 

a 2 

les termes négligés étant du troisième ordre et des ordres supérieurs. 
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d’imiter la méthode que Gauss a donnée, pour cet objet, dans les 
Disquisitiones . 

Si l’on fait glisser infiniment peu (fig. 69) le sommet B en B' 
sur le prolongement de AB, u et v prendront des accroissements 
du , dv , et la surface S croîtra de la quantité 


as . as 

-r- au -h ~ dv. 
ou dv 


Ce point étant établi, le calcul ne présente plus aucune difficulté. On a, en 
effet, par la formule ( 25 ) et en négligeant seulement les termes du troisième 
ordre, 

— — 6 P — 12 P,— 2qP 3 -+-i6P2(^-ï- y»), 


et de là on déduit les expressions suivantes des six courbures cherchées 
•y — — 6P, 

a = — 6P — I2PJ— 2 oP§- 4 -i 6 P 3 £ 3 , 
p' = — 6P — 6P?— 5 P§-h 4 P 
0 -_6P — 1 2 P t — 2 oP 2 -+- i6P 3 a 2 , 
a' = — 6 P — 6P t — 5 P 2 -|- 4 P 2 a 3 , 

y — — 6 P — 6P t — 6PJ — 5P a — 5P§— 5 AP 2 -h4P 2 (a 2 -h^ 3 -^ 2adcosC), 


l’indice supérieur o indiquant le résultat de la substitution de et de r tl à .r 
et à y, et le symbole A désignant l’opération 


X °dx ~^ y *dy 


Comme on a, d’après les équations (21) et ( 3 i), 

c 3 = a 3 -h# 3 — 2a&cosC ■+■ 2t{ xx'b* sin*C, 

ü+ = aP + P 1 +PÏ-Ç[(»-».)*+ty-r 0 ) , ]+|(P 1 +PÎ)+5'»i , i. 

on pourra éliminer les six coefficients qui entrent dans P, P t , P s , et l’on sera 
ainsi conduit à la formule 


2^ = 


t + P — 2y — 8 a' — 8 — 4 y' 

60 


— (a 3 -i- b 3 —- !\db cosC). 

45 


Introduisant l’angle C° du triangle plan auxiliaire, on trouvera par des calculs 
faciles la relation 


(O 


: — c«= s°[ 


8a f 4-8p / + 4Y f -l~ 2 T~- a ~~i 

60 


7 {&+¥)- 


36 o 


-] 


qui remplace la dernière des équations ( 36 ) et qui est exacte maintenant jus- 
qu’aux termes du quatrième ordre inclusivement. 
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Or on a ici 


du = cos B ds =5 ~ ds , 
du 

1 dv -= sin B ds — F ^ ds , 
1 àv 


ce qui donne, pour l’accroissement dS , Fexpression 

/T— - JL £Ê1 
C S du + À 2 ^ dp J 

Fig. 69. 



D'autre part, cet accroissement est Faire BCB 7 , qui a pour valeur 

L * 4 5 J 

ou, si Fon remplace ofo par sa valeur, 

1 dQ , f u* P u** Ou 5 1 

XÎ35*LT + — + V + -J- 

En égalant les deux expressions différentes de l’accroissement, 
on aura donc l’équation 


I <>6 dS , I de rdS «ï 

^ 0) 


p«* _ qk* _ 1 _ 

dp [_dv V 4 ' *~5 ” J 


qui fera connaîti'e S. 

Comme la surface s’annule avec u , w 0 , sin(p — p 0 ), nous pou- 
vons poser 

(4i> s = i«ïe 0 sin(o — p 0 )(( 4 -H) 

et, en substituant cette valeur de S, nous obtiendrons pour H 
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l’équation 

4 - H -H M — «0 cos(o — t?o) — isUq sin ( v — c 0 )6 h- 7 i j 

14- 2UUq COS(p — Vq)^ — 

àK 1 

■ u» sin ( ç — p„ ) — 

J 


Vu* 


fi 4- H)i / 0 cos(c> — v Q ) — 11 

a 0 


Qu'* 


X [1 — aPzt 5 — aQi43 + (3P2_ 2 R) i£ 4- 1 _^gpQ — 2 S)u*-i-, . .] = 

Ou déduit de là, par un calcul que nous omettons, 

P 3 P ') 

H = — ~(u--h U%) -h uu 0 cos(d — v„) — rQ«‘- T Qu Ujî 

3 

( 4 >) i 4 - T 7 u 2 z^o[ 3 Qcos(p — f-'o) — Qo] 


| 4-— uul [ 3 Q 0 cos(p — r 0 ) — O], 

les termes négligés étant du quatrième ordre et des ordres supé- 
rieurs. 

Remplaçons Qw, Q 0 u 0 parleurs valeurs tirées des formules (34) 
en fonction des courbures a, [3, y; puis substituons a , b , G à */, 
u Q , p — ç 0 . Nous aurons 

H= (4 6 2 4- 3 a 2 — 9«6 cosC) 

4 — — (4 <a 2 4 - 3 b - — 9 ab cos G) 4 — ( 3 # 2 4 - S b 2 — 12 ab cosG), 

120 J 120 

avec le même ordre d’approximation que précédemment. 
L’expression de S peut s’écrire 

-, ab sin G TT , 

S = (14- H). 

2 

Remarquons d’ailleurs qu’en négligeant seulement les termes du 
quatrième ordre, on a 

sinC = sin G 0 £1 


ab cos G, q ,1 
14 — — (a 4- p 4-27 )1. 


24 


On peut donc écrire, en substituant cette valeur de sinC, 
S =s S°(i 4- H) £14- (a 4- p-r 27 )J 


24 

= S° £l 4 - H 4 - (g -h P -H 27 )J . 


24 



LIVRE VI. — CHAPITRE VIII. 


En remplaçant H par sa valeur, on trouve 

S = — (i& 2 -h3a 2 — 4ab cos G) 

L 120 

- L - y— (4« 2 -H 3 b 2 — 4 &b cos G) -h y~ ( 3 et 2 -t- 3 b~ — 2 ub cos G)^j . 

Remarquons enfin que l’on peut, sans changer l’ordre d’approxi- 
mation, remplacer <iab cosC par 2 ab cos C° ou a 2 -f- b 2 — c 2 ce 
qui donne la formule définitive 

( , 3 '. , (a 2 +^+^ )( a + H- y) < 2 2 a H- & 2 |3 -f- c 2 y j 

4 ; L ^ 60 120 J’ 

qui est parfaitement symétrique et qui est exacte jusqu’aux termes 
du quatrième ordre exclusivement. 

Gauss a terminé les Disquisitiones en remarquant que, dans le 
cas de la sphère, la formule précédente devient 


s=s °[ I+ â (a!+è2+c2) ]’ 


et peut être remplacée par la suivante 


S = S° ( 


' sinAsinBsinC 
sin A 0 sinB 0 sinG 0 ’ 


qui est calculable par logarithmes. 


662. La démonstration du théorème de Gauss repose entière- 
ment sur l’expression que nous avons donnée plus haut de la 
distance géodésique. Si l’on néglige les termes du cinquième 
ordre, cette expression prend la forme plus simple 

(46) 62= U*~ f- U 2 — 2WK 0 COS(f>--(; 0 )-H 2? U* U 2 sin 2 (p — p 0 ). 

Nous allons indiquer quelques applications de cette formule, 
ainsi que du théorème de Gauss. 

Soit MM' (Jig. 7 o) une courbe quelconque tracée sur la sur- 
face. Nous supposerons qu’on ait placé en M l’origine des coor- 
données polaires précédemment définies et que l’on compte les 
angles v en prenant pour origine la géodésique MP' tangente en M 
à la courbe considérée. 

Si nous considérons un arc infiniment petit de cette courbe MM', 
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son équation sera de la forme 

[ 47 ) v = au -1- bu*-h cu* + . . 

2, b , c désignant des constantes. Il faut, en effet, que v s’annule 
avec u . 

Fig. 70. 



L’arc s de la courbe sera défini par l’équation 
ds% _ T . xz — 

du 2 ' du 2 ’ 

jui donne, par une extraction de racine carrée, 

-7— = 1— w 2 4- zabu* 4- (^ 3 ac 4-26-+ P <2- — . . 

du <i \ 8 ) 

;t, par suite, 

/«v al o , /o t. ^ , a 4 \ m 5 , 

48 ) S = Zi 4- -g- tt® 4 zz *■ 4~ I 3 etc 4~ 2 4 - P et -g- 1 -^r 4“ .... 

On déduit de là, en résolvant par rapport à zz, 

et 2 ab , / i3 P * 2 , 3 \ . t 

4 q) = ,v — ~-s 3 s* 4- ( — et 4 — a 2 — 7 b - — 7 ac ) s 5 -v 

6 2 \ 120 5 5 5 / 

Supposons que zz, p soient les coordonnées du point IL. Si Ton 
ppelle i l’angle de la tangente en M/ avec la corde géodésique 
IHjYL, on aura 

sinz = X ^ = u( 1 4 - P z^ 2 ) gr = as 4- 2 bs- 4 - ^aP 4- 3c — ^ a^j s 3 4- 
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En passant du sinus à Parc, on trouve 


( 5<» ) 


i — as ■ 


■ïbs-^r (a P 4 - 3 e — - a ^ 


s 3 - 


et, par conséquent, on pourra calculer la courbure 
la formule 


On obtient ainsi 


ds 

J 


= di-r- f/r. 

du 


géodésique pa 


( 5 i ) 


i 


ia -+-6#s-4-(6æP -h \ 2 C — sa'* . . . 


Appelons p 0 et p 1 les rayons de courbure en M et en M'. Nous 
aurons 

(5‘^) >a — — 3 6 6s — (6aP -h lac — 7 , a 3 ) s 2 -f- . 

po pi Po ' 


Nous pouvons dès à présent indiquer une application. Si Pou 
porte les valeurs de a et de bs tirées des équations précédentes 
dans Je deuxième et le troisième terme de la formule (49), on trouve 


(53) s-u= - - 4 - — — Pas— %ac+ - r d\ «=+.... 

2 -ipopi \i20 10 j 5 J 

Ainsi la différence entre l’arc et la corde géodésique est 
l’erreur commise étant seulement du cinquième ordre. 


24 po 


663 . Supposons maintenant que l’on abaisse du point M' 
(Jig. 70) UDe géodésique M'F perpendiculaire sur la géodésique 
tangente en M. Soient, pour un instant, u 0 l’arc MF et 9 la çéo- 
désique M'F. On aura 

62 = u* + U 1 _ a MK 0 cos V + 2 P «2 lijj sin 2 v, 

et, pour exprimer que la géodésique est normale en P' à MP', il 
suffira évidemment d’annuler la dérivée de 9 2 par rapport à u„: 
cela donne réquation 


w o — wcost>-t- 2 Pw 2 Wo sin 2 t> ^ 0 , 

qui fera connaître Il résulte de cette formule que la différence 
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entre u Q et u cosv est du cinquième ordre. On peut écrire 

T} , * « UV - I 

Uq & cos (> — 2 F u i sin 2 v cos v = u i a> u* — 2 P a- w3 

2 24 

La substitution de la valeur de p nous donne 


( 54 ) 


MP'= IA — 


< 3 2 W 3 
2 


«ÔM 4 -T-. . . 



3 ab w 
2 


En introduisant dans le deuxième et le troisième terme les valeurs 
de a et de b données par les formules (02), on trouvera 


(55) 


MP' = s - 

a 4 ?|pi 


l’erreur commise étant du cinquième ordre seulement. 

Si l’on abaisse de même de M une perpendiculaire géodésique MP 
sur la géodésique tangente en M', on aura, en échangeant p 0 etp, 
dans réquation précédente, 


(56) 


M'P = 5 


Mplpo 


La combinaison des deux formules (55) et (56) nous donne ré- 
quation 

MP' -h M ; P — a 5 = — ^ ,- ( p * h- p * h- 6 p 0 p, ) 

Si l’on remarque maintenant que la différence 
Po"+- Pi — ^popi = (po— pl ) 2 


est du second ordre par rapport à s , on voit que l’on pourra, sans 
changer le degré d’approximation, remplacer dans la parenthèse 
Po + p ? P ar 2 po P< ? ce qui donnera 

( 5 ;) MP'+M'P-2s = - r ^-, 

5 Po Pl 


l’erreur commise étant du cinquième ordre seulement. En élimi- 
nant enfin le terme en entre l’équation ( 53 ) et la précédente, 
on aura 


( 58 ) 


4 

3 


MF+M'P 


D. — III. 


6 


12 
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i;8 

et cette expression de Tare sera encore exacte jusqu’aux termes 
du cinquième ordre exclusivement. 

Les expressions de p 0 et de p 4 nous permettent encore d’écrire 
les formules 



que nous nous contenterons de signaler et où l’erreur commise 
est du troisième ordre. 


664. La valeur de MF a été obtenue par l’emploi de la for- 
mule (46) relative à la distance géodésique. On aurait pu aussi 
faire usage du théorème de Gauss en raisonnant de la manière 
suivante. 

Considérons, d’une manière générale, un triangle géodésique 
ABC et conservons toutes les notations précédentes. Si l’on con- 
struit le triangle plan auxiliaire dont les côtés sont égaux à ceux 
du triangle géodésique, les angles de ce triangle, donnés par les 
formules (36), auront pour expressions 



x étant la courbure en un point quelconque du triangle et l’erreur 
commise étant maintenant du troisième ordre. Tant qu?il sera 
permis de négliger cette erreur, on pourra donc traiter le 
triangle géodésique comme un triangle plan , à la condition 

S w 

d'ajouter — y a à chacun de ses angles . 

Appliquons cette remarque au triangle MM^P^ La surface de ce 
triangle est sensiblement égale à 

- MM 7 x MF sin p = i vu* = — . 

2 2 2 

La courbure totale en M est — 6P. On pourra donc assimiler le 
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triangle à un triangle plan, pourvu que l’on remplace l’angle en M, 
qui est v, par v + aVu 3 et l’angle en P, qui est droit, par ^ + aVuK 

Si l’on écrit maintenant la proportion des sinus, on obtient les 
égalités 

M'P' _ u _ MP' 

sin(v ■+- aPu 3 ) sin ^ + aP ^ “ cos(v-t- 2a P M ») ; 

d’où l’on déduit les valeurs 

MP' = u cos P, 

M'P' = u sinp -h aPu**, 

exactes, l’une et l’autre, jusqu’aux termes du cinquième ordre. 
Ces résultats sont d’accord avec ceux que nous avons donnés plus 
haut. 


665. Une méthode analogue peut être appliquée au calcul du 
triangle MM'O. La surface de ce triangle étant à peu près la 
moitié de celle du triangle MM' P', il faudra substituer aux angles 
i et v les suivants 


1 = 1 — {- 

ç r = V — {- 


a P u z 
2 

a P a 3 


les termes négligés étant du quatrième ordre au moins. Alors la 
proportion des sinus nous donnera 

OM _ OW _ u 
sin ü ~ sinc>' ~ sin(t v 4- v' )’ 


si l’on remplace i et v' par leurs valeurs, on pourra obtenir pour 
OM et OM' des valeurs exactes jusqu’aux termes du quatrième 
ordre. On trouve ainsi 


(60) 


u b (a- c P 

— h 7 — U--t- [ -z 1 î 7 

24 « \ 6 2a 4 

u b 9 (a- c P 

~ 2 4 a \ 3 2a 4 


3_62\ 
8 a 2 / 
3 b* \ 
8 a 2 / 


it z -h ... , 
u z -+- 


Si, au lieu d’écrire la proportion des sinus, on emploie la for- 
mule 

u — OM cosp'h- OM' cosi', 
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on aura, par le développement des cosinus, l’équation 


u — OM — OM' = — OM Ç - OM' Ç + OM g ■+■ OM' g + . 


où l’on néglige seulement les termes du sixième ordre. Calculons 
le second membre en remarquant que le calcul est beaucoup faci- 
lité si on l’écrit sous la forme 


— i'OM-hOM') — -rOH' 

2 -î 


t/2 __ r'S p'4 

— -+- OM — -+- OM' — ■ 

24 24 


En employant les valeurs précédentes de OM et de OM', nous 
trouverons 

u — OM — OM' = — 1$ — - abu 4 — ( b~-h ‘lac h - P« 2 -f u*-r- 

2 2 \ 24/ 


Si l’on remplace encore, dans les deux premiers termes, aelb 
par leurs valeurs (£> 2 ), il viendra 

(61) « — OM — OM' = — ô~— > 

' opopi 

l’erreur commise étant seulement du cinquième ordre. En utilisant 
la formule (53), on voit que l’on a, au même ordre d’approxima- 
tion, 

(62) OM 4- OM'= 3 s — 211 . 


Il ne nous reste plus qu’à donner l’expression de l’angle O de 
deux tangentes géodésiques infiniment voisines. D’après le théo- 
rème de Gauss, on aura, dans le triangle MOM', 


d’où l’on déduit 


ï-i-p + ir- O — tc = 


3 aP 
2 


O = ï H- O + 


3aP 3 

u 3 , 

2 


Remplaçant i et 0 par leurs valeurs, on trouve 
(63) O = 2 au -t- 3bii'-+~ 4 - u 3 . 

En négligeant le troisième ordre, on a 
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666. Dans la suite de cet Ouvrage, nous aurons à appliquer 
plus d’une fois les propositions générales qui ont été établies, 
dans ce Livre et dans le précédent, relativement aux lignes géodé- 
siques. Nous terminerons ce que nous avons à dire maintenant 
sur ce sujet en indiquant rapidement la solution d'une belle 
question qui a été posée par les travaux de M. Christoflel, et dans 
laquelle M. Weingarten a employé de la manière la plus élégante 
le théorème de Gauss et les formules (36) données plus haut. 

Considérons, sur une surface quelconque, un point A et menons 
par ce point deux lignes géodésiques AB, AC. En joignant les 
points B et C par une géodésique, on formera un triangle géodé- 
sique ABC, dont nous désignerons les six éléments par les lettres 
a , £, c, A, B, C. Ce triangle est complètement défini si Ton se 
donne les coordonnées u et v du point A, l’angle co que fait la 
géodésique AB avec une courbe déterminée passant par A, par 
exemple avec la courbe de paramètre et enfin les trois éléments 

AB = c, AC = b, CAB = A. 

Les trois autres éléments B, C, a peuvent donc être regardés 
comme des fonctions bien déterminées des six quantités 

6, c } A, Uf Vf o). 

Cela posé, il pourra se présenter quatre cas distincts : 

i° Les formules qui expriment B, C, a ne contiendront aucune 
des trois quantités w, p, co. Il y aura alors trois relations distinctes 
entre les six éléments du triangle géodésique; et il résulte de la 
méthode précédente que ce nombre de trois relations est un 
maximum qui ne pourra être dépassé. 

2 ° et 3° Les formules contiendront une ou plusieurs des quantités 
Uf Vf co; mais on pourra éliminer u , p, co entre les trois équations 
qui expriment B, C, a, de manière à obtenir soit une, soit deux 
relations entre les six éléments, relations qui seront vérifiées pour 
tout triangle géodésique tracé sur la surface. 

4° Les formules qui font connaître B, C, a nous donneront 
pour ces trois éléments des fonctions des quantités Uf c, co qui 
seront réellement indépendantes; de sorte qu’il n’y aura, entre 
les six éléments d’un triangle géodésique, aucune relation indé- 
pendante des coordonnées de ses sommets. 
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D’après cela, on sera conduit à la classification suivante des 
surfaces, qui a été proposée par M. Christofîel, dans le remarquable 
Mémoire que nous avons déjà cité [p. 1 1 o]. 

La première classe comprendra les surfaces pour lesquelles il 
n y a aucune relation entre les six éléments d’un triangle géodé- 
sique. 

Toute surface qui n’appartient pas à la première classe, c’est- 
à-dire pour laquelle il y a une ou plusieurs relations entre les six 
éléments d’un triangle géodésique, sera de la deuxième, de la 
troisième ou de la quatrième classe suivant que le nombre de ces 
relations entre les éléments sera égal à un, à deux ou à trois . 

Comme les formules qui déterminent les géodésiques ne dé- 
pendent que de l’élément linéaire, deux surfaces applicables Fune 
sur l’autre feront évidemment partie de la même classe. Le plan, 
par exemple, est une surface de la quatrième classe ; il en sera 
donc de même de toutes les surfaces développables; et les rela- 
tions seront les mêmes entre les éléments d’un triangle plan et 
ceux d’un triangle géodésique tracé sur une développable quel- 
conque. De même, nous avons vu au n° 599 que l’élément linéaire 

de toute surface à courbure constante positive ~ peut être ramené 

à la forme (16) [p. 46], qui convient aussi à une sphère de 
rayon R. Il suit de là qu’il y aura, entre les six éléments de tout 

triangle géodésique tracé sur la surface de courbure constante^? 
les relations fondamentales de la Trigonométrie sphérique, 




a b c . b . c 

cos tt = cos cos — -4- sin — sm c- cos A, 
ïx K il K K 

b c a . c . a 

cos~ = cos g cos — -r- sin — sm — cosB, 


K 

b 


R R 


c a b . a . b - 

cos 7 r = cos jr cos — — sm — sin — cos G. 

Jtx n n. K R 


Dans un Mémoire déjà ancien (*), M. Mindinga fait la remarque 
très importante, mais à peu près évidente, qu’il suffit de changer 
dans ces formules R en Ri pour obtenir les relations qui con- 


(’) Minding (F.), Beitrâge zur Theoi'ie der kürzesten Limen auf krummen 
Fldchen ( Journal de Crelle , t. XX, p. 3a3; 1840). 
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viennent pour tout triangle géodésique tracé sur une surface à 
courbure négative. Les équations (65) se transforment ainsi dans 
les suivantes 

I ai bi ci . bi . ci 

cos g = cos g cos g -h sing sm g cos A, 

bi ci ai . ci . ai _ 

cos g = cos g cos g -i- sm g sm g cos B, 

f ci ai bi . ai . &i _ 

1 cos g = cos g cos g -f- sm g sm g cos G, 

qui jouent, dans la trigonométrie des surfaces à courbure constante 
négative, le même rôle que les formules (65) dans la géométrie 
de la sphère. 

Ainsi, toutes les surfaces à courbure constante appartiennent à 
la quatrième classe. Envisageons maintenant une surface quel- 
conque de révolution que nous supposerons rapportée au système 
formé par les méridiens et les parallèles. Soient u et v les coor- 
données d’un point quelconque de la surface, u étant le paramètre 
qui demeure constant sur chaque parallèle et v l’angle du plan 
méridien passant par le point avec un plan méridien fixe. Dési- 
gnons par u 0 , v 0 , u u v A , w 2 , P 2 les coordonnées des trois sommets 
d’un triangle géodésique quelconque. Les six éléments de ce 
triangle seront des fonctions des six coordonnées précédentes; 
mais, comme on peut faire tourner la surface autour de son axe 
sans altérer les éléments du triangle géodésique, il est clair que 
ceux-ci ne dépendront effectivement que des trois quantités 
u 2 et des deux différences p 2 — p 0 ? p* — p 0 , soit, en tout, cinq 
quantités. Il y aura donc au moins une relation entre les six 
éléments du triangle géodésique . 

Ainsi, les surfaces de révolution et, plus généralement, toutes 
les surfaces qui sont applicables sur une surface de révolution, 
appartiendront à la deuxième, à la troisième ou à la quatrième 
classe. 

667. M. Christofifel n’avait pas poussé plus loin ces recherches: 
il n’avait apporté aucun exemple d’une surface appartenant à la 
troisième classe, et il s’était contenté de démontrer que toute 
surface de la quatrième classe a nécessairement sa courbure totale 
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constante. M. Weingarten, qui a repris cette étude en 1882 (*), a 
démontré, par une méthode nouvelle, la proposition précédente 
de M. ChristofFel, et il a réussi à établir de plus qu’il n’existe 
aucune surface de la troisième classe. 

Désignons par u 0 , v 0 , u 2 , v 2 les coordonnées des trois 

sommets d’un triangle géodésique. Les six éléments a, &, c, 
A, B, C du triangle seront des fonctions de ces six coordonnées* 
Par suite, si la surface appartient à la première classe, ces fonc- 
tions seront indépendantes et il sera impossible de déplacer infi- 
niment peu le triangle géodésique sans le déformer, c’est-à-dire 
sans altérer au moins un de ses éléments; car les différentielles 
c la , db , . * . des éléments 'sont des fonctions indépendantes des 
différentielles des six coordonnées et ne peuvent s’annuler toutes 
sans qu’il en soit de même de ces dernières, du 0 , dv 0 , .... Si la 
surface appartient à la deuxième classe, on pourra se contenter 
d’exprimer cinq des éléments du triangle en fonction des coor- 
données, le sixième sera donné par l’équation qui relie les six 
éléments. Si donc on veut déplacer le triangle sans en faire 
varier les six éléments, il suffira d’assujettir les six coordonnées 
à cinq relations distinctes. Il y aura donc une suite de positions 
du triangle dépendante d’un seul paramètre variable et dans La- 
quelle chaque sommet décrira une courbe . 

Si la surface appartient à la troisième ou à la quatrième classe, 
il y aura deux ou trois relations entre les six éléments; par suite, 
on exprimera quatre ou trois éléments en fonction des coordon- 
nées des sommets, les autres étant définis par les relations qui 
existent, par hypothèse, entre les six éléments. Il suit de là que, 
si l’on veut déplacer le triangle sans altérer ses éléments, il faudra 
écrire seulement quatre ou trois relations distinctes entre les six 
coordonnées des sommets. En d’autres termes, ces six coordonnées 
seront fonctions de deux ou de trois variables indépendantes. Il 
suit de là que les coordonnées du sommet A sont des fonctions de 
deux ou de trois variables indépendantes, et, par suite, que ce 
sommet peut être déplacé d’une manière quelconque sur la surface. 


(*) Weingarten (J.), Ueber die Verschiebbarkeit geodàtischer Dreiecke in 
krummen Flachen ( Sitzungsberichte der K. P . Akademie der Wissenschaften 
za Berlin , p. 453 )* 
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A la vérité, on peut objecter que les coordonnées u 0 et p 0 de A 
peuvent ne pas être des fonctions distinctes des deux variables 
indépendantes; et, s’il en est ainsi, le sommet A sera assujetti à 
demeurer sur une courbe. Mais il est aisé de prouver que ce fait 
exceptionnel ne peut se présenter pour chacun des trois sommets 
du triangle géodésique. 

En effet, si les trois sommets A, B, C étaient assujettis à de- 
meurer respectivement sur trois courbes (A), (B), (C), leurs 
coordonnées seraient fonctions de trois paramètres, par exemple 
des arcs A 0 A, B 0 B, C 0 C comptés sur ces courbes à partir d’ori- 
gines fixes A 0 , B 0 , C 0 . Deux au moins de ces paramètres, A 0 Àet 
B 0 B par exemple, devraient être arbitraires, puisque la position 
des sommets doit dépendre de deux ou de trois paramètres dis- 
tincts. Il suit de là que A et B pourraient être choisis arbitraire- 
ment et, par suite, que la distance géodésique AB de deux points 
A et B pris arbitrairement sur les courbes (A) et (B) devrait être 
constante, ce qui est évidemment absurde. 11 est donc permis 
d’affirmer que l’un au moins des sommets du triangle géodésique 
peut être déplacé arbitrairement sur la surface. Cela suffit pour 
l’objet que nous avons en vue. 

Reportons-nous aux formules (36). On peut en déduire des ex- 
pressions de a, [3, y en fonction des éléments du triangle géodé- 
sique, telles que la suivante 

_ 0 3(A — À®) — (B — B°) — (G — C°) , „ 

(67) “ 3 §5 

s étant une quantité qui est du second ordre par rapport aux élé- 
ments du triangle. 

Supposons que la surface appartienne à la troisième ou à la 
quatrième classe : le sommet A pourra être amené en deux points 
quelconques A 0 et d’une certaine région de la surface sans que 
les éléments du triangle aient varié. Désignons par ao et a 4 les 
courbures de la surface en ces points ; on aura 

. 3(À — À«) — t'B — B°) — (G — G°> 

«0 = 3 g3 h £ ûï 

0 3 ( À — A 0 ) — (B — B° ) — ( C — C° ) , ^ 

a 1 = 3^ 5T +- £ i* 
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Si donc on désigne, pour abréger, par K la quantité 

T . „3(A--A®) — CB-B») — (C — G») 

XV — — 3 n y 

ào 


on aura 
( 68 ) 


*0 _ K -T- £q ^ 

«1 K -T- £l 


Il suffit de supposer que les dimensions du triangle diminuent 
indéfiniment pour reconnaître que le rapport précédent est égal 
à l’unité. Par suite, la surface a nécessairement sa courbure totale 
constante. 

Ainsi la troisième et la quatrième classe de M. “ Christo ffel 
se réunissent en une seule , qui comprend uniquement les sur- 
faces à courbure totale constante . 


668. Telle est la démonstration de M. Weingarten. Cet habile 
géomètre a essayé d’appliquer la même méthode aux surfaces de 
la deuxième classe; mais l’emploi du théorème de Gauss ne paraît 
pas devoir suffire à la définition complète des surfaces qui appar- 
tiennent à cette classe. 

Nous avons vu que, dans ce cas, le triangle géodésique peut 
occuper une suite de positions qui dépend d’un seul paramètre 
variable, et dans laquelle chaque sommet décrit une courbe (r). 
Mais il n’y a aucune raison de supposer que les courbes (T) sont 
les mêmes pour tous les triangles possibles et ne changent pas 
quand les éléments de ces triangles prennent différentes valeurs. 
Du moins, la formule précédente (68) nous permet de conclure 
que toutes ces courbes (T) tendent, lorsque les côtés du triangle 
deviennent infiniment petits, vers les courbes (C) sur lesquelles la 
courbure totale de la surface demeure constante, et s’en rappro- 
chent de manière à en être distantes de quantités infiniment pe- 
tites du second ordre par rapport à ces côtés. Il résulte en effet 
de cette formule que les valeurs de la courbure totale en deux 
points distincts de la courbe décrite paç le sommet A ont un rap- 
port qui diffère de l’unité d’une quantité infiniment petite du se- 
cond ordre par rapport aux côtés du triangle géodésique considéré. 

Considérons ces courbes (C) sur chacune desquelles la courbure 
totale demeure constante. Nous allons montrer qu’elles forment 
une famille de courbes parallèles . 
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Soient, en effet, (C), (G 7 ), ( G ' ) trois d’entre elles, que nous 
supposerons infiniment "voisines. Prenons sur ces trois courbes 
respectivement trois points infiniment voisins a, b , c, qui seront 
les sommets d’un triangle géodésique infiniment petit abc . Dépla- 
çons ensuite ce triangle géodésique abc , sans changer ses éléments, 
de manière que le point < 2 , par exemple, décrive sur sa trajectoire 
un arc fini aa { . Le triangle viendra occuper une certaine position 
a { b { Ci dans laquelle les points a { , b 1} c { seront à des distances du 
second ordre des courbes (C), (G'), ((7) respectivement. Donc si 
on les ramène sur ces courbes par les plus courts chemins, en 
substituant, par exemple, à chaque point le pied de la perpendi- 
culaire géodésique abaissée de ce point sur la courbe correspon- 
dante, on formera un triangle a 2 b 2 c 2 dont les sommets seront 
situés sur les trois courbes et dont les côtés ne différeront de ceux 
du triangle abc que de quantités infiniment petites du second 
ordre. On aura, en particulier, 

a 2 b 2 — <26(14-?)), 

y; étant du premier ordre. Il suit de là que, si l’on fait tourner ab 
autour de < 2 , a 2 b 2 tournera autour de a 2 \ ab et a 2 b 2 passeront en 
même temps par un minimum. Donc les plus courtes distances de 
(C) et de ( G ) seront les mêmes en deux points quelconques 
a et a 2 * En d’autres termes, les courbes (C) seront parallèles ou 
géodésiquemen t équidistantes . 

C’est là, à ce qu’il semble, tout ce que l'on peut déduire, en ce 
qui concerne les surfaces de seconde classe, du théorème de Gauss. 
M. von Mangoldt (*), à qui l’on doit cette remarque, a complété 
les recherches de M. Weingarten et il a pu établir par une mé- 
thode savante que la seconde classe comprend seulement les sur- 
faces de révolution à courbure totale variable . On peut substi- 
tuer aux développements en série donnés par M. von Mangoldt 
les remarques suivantes, qui ne sont peut-être pas à l’abri de toute 
objection, mais qui offrent cet avantage de reposer sur la considé- 
ration d’un nouveau cas limite des triangles géodésiques. 

669. Considérons un triangle géodésique ABC, tracé sur une 

(*) Mangoldt (H. v.), Ueber die Classification der Flàchen nacli der Verse hieb- 
barkeit ilirer geodâtischen Dreiecke ( Journal de C relie, t. XCIV, p. 21; 1882). 
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surface quelconque, et supposons que, les côtés AB, AC, BC res- 
tant finis, Je sommet C se rapproche indéfiniment d’un point dé- 
terminé situé entre A et B. Si l’on abaisse du point C la géodésique 
CD perpendiculaire sur AB, CD sera supposé infiniment petite 
( fig. 71 ). Il en sera de même des angles A, B, C, si nous désignons 



par C, non l’angle du triangle, mais son supplément. On peut 
établir quelques formules intéressantes relatives à ces triangles 
particuliers. 

Si l’on élève en A la géodésique AE, perpendiculaire à AB, 
elle pourra être aussi regardée, sans erreur sensible, comme nor- 
male à AC; et la définition même de la longueur " réduite nous 
donnera les relations 


AE = [AC]C ~ [ AB]B, 

CD = [ÀC]A = [BC]B, 

[AC], [AB], [BC] désignant, d’après nos notations (n° 633), les 
longueurs réduites des trois côtés. En introduisant pour les côtés 
les notations habituelles, nous avons les formules 


(69) 

(70) 


A _ B _ C _ h 

llôj’ 


AE = [cJB=A^l, 

[a] 


où h désigne la perpendiculaire CD. A ces deux équations, on 
peut joindre la suivante. 

Désignons par p la perpendiculaire abaissée d’un point de AC 
sur AB et par q la perpendiculaire abaissée d’un point de BC; p 
et y, considérées comme fonctions de la distance u de leur pied 
au point A, sont deux solutions particulières de l’équation 


<Pz _ _ _ 
du*- + RR' _ 
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si souvent employée au Chapitre Y ; et nous avons vu (n° 627) que, 
si l’on substitue à la géodésique AB le chemin formé des géodési- 
ques AC et BC, la variation de longueur aura pour expression 

( j2) AG CB — AB — b — c — a = qp ' — pq’ . 

Le binôme qp 1 — pq 7 est une constante, dont on peut calculer la 
valeur pour tel point que l’on voudra, par exemple pour le point 
A. On a alors p= o ; le triangle infiniment petit AHK donne 

y=A. 

D’ailleurs, d’après l’équation (70), on a 
q = AE = [c]B. 

La substitution de ces valeurs de p , //, q dans la formule pré- 
cédente la transforme dans l’équation suivante 

(;3) b -ir c — a — [c] x A x B, 

où l’on connaît la signification géométrique de chaque terme. 


670. Telles sont les relations que nous allons appliquer au 
problème proposé. A cet effet, nous supposerons que la surface 
soit de seconde classe, c’est-à-dire qu’il y ait une relation, et une 
seule, entre les six éléments de tout triangle géodésique delà sur- 
face. Mettons cette relation sous la forme 


b -h c — a —f(a, b , A, B, C), 


et supposons, comme plus haut, que le point C se rapproche de 
AB d’une manière déterminée. 

En divisant par A x B les deux membres de l’équation précé- 
dente et remplaçant dans le second membre A, B, C par leurs va- 
leurs déduites des formules (69), on aura 


b c — a 
A x B 


r«ir*i 

A* 



h h h[c ] \ 

là]’ [«][*] J 


Lorsque h tend vers zéro, le premier membre tend vers une 
limite déterminée [c] ; il faut donc qu’il en soit de même du se- 
cond. On reconnaît aisément que la limite de ce second membre 
est de la forme 


$ 
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cl ne peut, par suite, se réduire identiquement à [c], En l’égala 
à [c], on aura donc nécessairement une relation 

i;4» Ffa, à, [a], [ b ], [c];=o, 

*»ü F a une forme tout à fait déterminée. Nous obtenons ainsi 
propriété suivante de toute surface appartenant à la secon 
classe : 

Si Von prend sur une géodésique quelconque trois points . 
B, G, il y aura nécessairement une relation indépendante d 
coordonnées des points A, B, C entre les segments AB, BC et i 
longueurs réduites [AC], [BC], [AC]. 


Pour traduire géométriquement cette proposition, nous rema 
querons que, si Ton se sert de l’équation différentielle (71) po 
développer en série la longueur réduite d’un segment AB, on tro 
vera 


[AB ] = 


a*— 3a' 

a » s 5 -+- 

vi 120 


s étant la longueur AB; a, a', a" désignant la courbure totale 
ses dérivées successives par rapport à l’arc, calculées pour 
point A. 

Cette formule permet d’obtenir aisément les longueurs r 
duites 

[AB], [AC], [BC]; 

mais, pour simplifier le calcul, nous supposerons que l’on ait 
AG = CB, c’est-à-dire a = b. 


On trouvera alors, en désignant par s la valeur commune de a \ 
de i. 


[AC ]=[«] = t- 
[CB] = [b\ = 



«* — 3 g* 
120 

2 c 2 — 23 câ 
120 


s 5 - 




[AB] = [c] = 24- A(**_ 3 


2 et ses dérivées étant calculées pour le point A. 

En substituant les expressions précédentes dans la relation (7- 
et faisant tendre ensuite s vers zéro, on obtiendra évidemment ui 
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entre la courbure totale et ses deux premières dérivées par rapport 
à l’arc. Cette relation, qui aura lieu en chaque point de la géodé- 
sique, sera d’ailleurs la même pour toutes les géodésiques de la 
surface. 


671. Si l’on rapproche ce résultat de ceux que nous avons 
déjà obtenus, on reconnaîtra aisément que la surface est appli- 
cable sur une surface de révolution. Choisissons, en effet, le 
svstème de coordonnées curvilignes formé avec les lignes à cour- 
bure constante et leurs trajectoires orthogonales. Comme ces tra- 
jectoires sont, nous l'avons vu plus haut, des géodésiques, l’élé- 
ment linéaire sera réductible à la forme 

ds- = du 2 -f- G 2 dv-, 

et l’on aura de plus 

r t d 2 G 

RR 7 G àü*' 


En exprimant que RR' ne dépend que de w, on serait conduit à 
la forme suivante de C 


( 76 ) 


G = 


U — V 

/ü 5 


où U désigne une fonction de u et Y une fonction de p, et qui 
convient à des surfaces bien plus générales que les surfaces de ré- 
volution. Mais nous laisserons ce point de côté pour le moment. 
Si l’on remplace, dans l’équation ( 70 ), a par une fonction déter- 
minée de w, elle se ramène à la suivante 


( 77 ) 


♦ 


( 


u, 


du d-u\ __ 
ds 7 ds 2 y~ 0 ’ 


où est aussi une fonction déterminée et qui convient à toutes 
les géodésiques de la surface. 

Considérons, en particulier, les géodésiques tangentes aux dif- 
férents points de l’une des courbes de paramètre que nous 
désignerons par (C°). Si M est un point de cette courbe, lagéodé- 
sique tangente en M donnera lieu, dans le voisinage de ce point, 
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lit 1 


à l'équation 


U — U u = 


où c désigne le ravon de courbure géodésique de (C°) en M, et 
qui résulte immédiatement de l’inspection du triangle MPQ dans 

i<* fis- : 2 - ... 

*’««- ~ 2 - 


X <C°ï 


>/ 


On aura donc, au point JJ, 


u = u 0 . 


du 

ds 


= o, 


d* u 
~dsï 


si Ion porte ces valeurs dans l’équation (77), on reconnaîtra im- 
médiatement que la courbure géodésique en M est une fonction 
déterminée de u 0 et qu’elle est, par suite, constante en tous les 
points de (O). 

Ce résultat nous suffît pleinement. Il est, en effet, très aisé de 
démontrer que, si une famille de courbes parallèles est formée 
de cercles géodésiques > la surface est applicable sur une sur- 
face de révolution de telle manière que ces cercles géodésiques 
et les parallèles de la surface de révolution soient des courbes 
correspondantes . 

Cette proposition s’établit immédiatement : il suffît de remar- 
quer qu’elle se traduit par l’équation 

1 *G * , 

C3Z =*<“>’ 

où S est une fonction déterminée de u . L’intégration nous donne 
la forme suivante de C 

C=/i(w)/ 2 (pj 
qui convient aux surfaces de révolution. 
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LA DÉFORMATION DES SURFACES. 


CHAPITRE L 


LES PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS. 


Formules élémentaires relatives à deux courbes tracées sur une surface. — De» 
finition des paramètres différentiels du premier ordre As, A (5, Ç L 0 ( s, Ç - ~~ 
Paramétré du second ordre A/f ; méthode de M. Beltrarni; formule analogue 
,i celle de Green. — Expression du rayon de courbure géodesique d'une courbe 
au moven des paramètres différentiels. — Les formation:* de Al. Beltrarni per- 
mettent d’obtenir tous les invariants différentiels de bêlement linéaire. — 
Emploi des paramètres différentiels dans la solution de divers problèmes ou 
il s'agit de ramener l'élément linéaire à une forme spéciale. — Calcul des pa- 
ramétres différentiels des fonctions les plus simples. — De l'emploi de l'inva- 
riant du second ordre dans l'étude du problème de la représentation conforme 
et des systèmes isothermes. — Démonstration, due à Al. Beltrarni, du théorème 
de Gauss relatif à l'expression de la courbure totale. 


672. On sait toute l’importance du rôle attribué aux deux pa- 
ramètres différentiels du premier et du second ordre de Lamé, 
>oit en Physique mathématique, soit dans la théorie des coordon- 
nées curvilignes de l'espace. M. Beltrarni, dans une série de beaux 
travaux qui remonte à 1 865 (*), a constitué pour les surfaces une 


(») Voir Beltrami, liicerche di analisi applicatu alla Geometria {Gionude 
di Matematiche, t. Il; 1860). 

— Sulla teorica generale dei parametri differenziali ( Mémo rie délia Accu - 
dem ia delle Scienze deW Istituto di Bologna, série II, t. VIII; 1869). 

— Delle cariabili complesse sopra una superficie qualunque { Annal i di 
Materna tien, série II, t. I, p. 329; 1867). 

Z ur Théorie des Krdmmungsmaasses ( Ma the mat iache Annale n, t. 1 . 
p. > 5 ; 1S69). 

D. — III. iJ 
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l iiéorie analogue et non moins utile, en suivant les idées et 
méthodes déjà appliquées dans le cas de trois dimensions. G 
« elle théorie que nous allons maintenant exposer, afin de co 
pléter l'ensemble des notions fondamentales qui apparaissent di 
la solution des différents problèmes de la théorie des surfaces. 
Prenons l'élément linéaire sous la forme de Gauss 

j </.s- — E du- - - >. F du dv - G c/c 2 . 


«*t soit 


0\ u, v ) - const. 


l'équation d'une famille de courbes. Si l'on désigne par du , dv 
différentielles relatives à un déplacement sur celle des courl 

de la famille qui passe au point («, p), on aura, comme on sî 

du r °o dv _ i_ do 

du H v As dv ' ds ~ Hy'Ao du 


H. As désignant les expressions suivantes, déjà employées. 


t 


H v EG É 2 . 


/ OZ>\i „ ÜO do 
E (oi’ ) “ F Ou ôv 

H! 



Le signe attribué, dans les formules ( 2 ), au radical y, Aç> c 
respondra au sens suivant lequel on se déplacera sur la courl 
Imaginons maintenant que l’on se déplace à partir du po 
considéré suivant une autre courbe de la surface et représc 
ions par la caractéristique S les différentielles relatives à 
uou\eau déplacement. Si Ton désigne par co, 0 / les angles qui c 
terminent les tangentes aux deux directions considérées, co 
rapportant à la courbe r$), nous aurons (n° 496) 


sin^cu 


CCIS(W — ü/) rr- 


.. dv 0 u — du oc 

H -j— , 

as os 

E du ou Ff du oc -4- dv ou ) ~ G dv oc 

ds os 
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ou, en substituant les valeurs de du , di\ 


f I fdv % dv . ^ 

os sin( oj — oj ) — ( — ^ fjit 4 ov 1 = - - — ~ , 

^ v'a ? ' I v'Âï 


o s rosi to — oj î — 


(e°J - f ’-ï 


Hv'A ? 


,, P > o v'i= , 

Il GM or 

(>0 /J5 

0V 


La première de ces formules peut s’écrire 


i tt ? 


V /TT = ^ i, , 

v . os sim w — tu i 


et, comme toutes les quantités qui figurent dans le second membre 
ont une signification absolument indépendante du choix des va- 
riables u et v, on reconnaît immédiatement que A's est un inva- 
riant dont la valeur demeurera la même pour la même fonction s 
et le même point, quel que soit le système de coordonnées auquel 
on rapporte la surface. 

Le second membre de l'équation (6) peut être légèrement trans- 
formé. Remarquons, en effet, que 

os *in 1 1 o ’ — w ) 

est la projection du déplacement 5s sur la normale à la courbe i»i, 
le sens des projections positives correspondant à l’angle w -• 
En désignant cette projection par on, on aura donc 



Si l’on suppose que le déplacement ait lieu effectivement sui- 
vant la normale, on reconnaît que \ As est la dérivée de z suivant 
la normale . Cette propriété a déjà été établie d’une manière gé- 
nérale au n° 572. 

Toutes les fois que la fonction s satisfait à réquation 

AO-rrl, 
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nous UN uns \u que les courbes (s), obtenues en égalant la font- 
lion s à une constante, sont parallèles les unes aux autres et Ton 
peut ajouter que s — s » désigne la longueur qu il faut porter sur 
les géodé>iques normales à l’une d'elles (s 0 ) pour obtenir les diffé- 
rents points de la eourbe \ o ). Plus généralement, si 3 satisfait à 
lYnualion 

1 4 .. T? / .. . 


Im , désignant une fonction quelconque de ç, on aura encore une 
famille de courbes parallèles: car, si l’on pose 


il vient 



et, par conséquent, les courbes (V) ou, ce qui est la meme chose, 
les courbes t's) seront parallèles. 

11 ne sera pas inutile d'examiner le cas où la fonction ç satisfait 
à l'équation 

I ij f As = o. 


Alors, si l’on se déplace sur la courbe (y), on aura 



à*. 
dv = °> 


et, comme l'équation en s ne contient que le rapport des dérivées 
de s, on pourra éliminer ces dérivées, ce qui conduira à l'équation 

du- = E - 4 - 2 F du dv «+- G éfr 2 = o. 

11 v a donc deux familles pour lesquelles la fonction çp satisfait 
à i'équalion < 9 } : ce sont les deux séries de courbes de longueur 
nulle; chacune d'elles peut être considérée soit comme formée de 
lignes géodésiques < . n° 517), soit comme composée de courbes 
parallèles. 

673. Du paramètre différentiel As, nous pouvons, en appliquant 
une méthode générale, déduire d’autres invariants se rapportant 
à deux fonctions. Si l’on y remplace © par o -f- Ai, A désignant 
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uiie constante quelconque, on obtiendra un résultat de la forme 
Aïs — À 6 t — lo — 2 i> /. -- A6/ 

Le coefficient de À sera évidemment un nouvel invariant que 
nous désignerons par A(», A). Le développement des calculs nou^ 
donne 

, Oo 0'\> ^ / do oit do O'I 


Ai o, 'h) = 


E a? ?*_ F 

dO OO * Ou /ic' tli' 


du do 


dO Ou 


i « °x 

du du 


EG — F 2 


On \ oit que, pour A — », A*», A) se réduit à A». 

On peut encore établir l’existence du nouvel invariant de la 
manière suivante. Imaginons que, dans les formules (ju o//, oc 
se rapportent à un déplacement sur une courbe de la famille 

6( u, v ) = const. 

En appliquant les formules (a), on aura 


ifU 


d'h 


06 H /a6 


oc 

s 

06’ 


d'h 


a v'Ii ou 9 


et la substitution des valeurs de ow, or dans les formules i o i nous 
donnera 

d® c/6 t/6 

du do du do 


sint tu — tu i = 


H v'A-f v'-ii 


, , A( ? ,6l 

cos( tu — tU > = 

v'Â? 

Ces relations mettent d’abord en évidence la propriété d'inva- 
riance du symbole A(», A); mais elles nous conduisent également 
k un nouvel invai'iant que nous désignerons par 0;», A) et qui a 
pour expression 

do d'h ào àà\ t 

i n) û/ “ ■* ' — 1 ‘ * * 1 ' — 


\ [do d'h do di>\ 

(?? ^ du do do du) 


H u , c i 

Les formules (i i) s’écrivent alors de la manière suivante : 

&(o,i>) 


(ni’ sin (tu' — tu ) = 


cos( tu — tu ; = - 


y/Acp /a*^ X A® v/ A’ j# 

Il résulte immédiatement de ces relations que, si l’on considère 
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Ir- < li *n \ combe- définie* par les équations 

z = o. 6 = o, 

<<l mi point commun a ce* deux courbes, la condition pour qu elle- 
-nient tangentes en ce [mini s’exprime par la relation 

Oi Z. ’v ) — o, 

cl la condition pour qu'elles soient orthogonales, par l'équation 

A( z, 'S i — o. 

Le- formule* 111 / nous conduisent immédiatement à l'identité 
1 3 - tf 5 * *i, à A 2 1 z, ) = A'i A-io 

On rencontre ici, pour la première fois, un fait qui se présente 
fréquemment dans les théories analogues. Les invariants que nous 
axons introduits ne sont pas distincts, et l’on pourrait exprimer 
Hi s, *i i en fonction de As, A*i et A{ s, f i f ; mais l’expression ainsi 
obtenue serait irrationnelle, et Ton ne peut se dispenser de con- 
server 0, sauf à tenir compte de la relation ( i3 }. 

t>7L >*ous allons maintenant définir le paramètre différentiel 
du second ordre. Pour cela, nous considérerons avec M. Beltrami 
l'intégrale double 

Ü =. I I ±(z, *V) (h = j I At z, 6 ) II du dv, 

/•tendue à une portion simplement connexe de la surface, limitée 
par un contour «Ci. Si l’on pose 

c°J_ __ v °1 
. _ „ 0 Afo, *è) * du dv 

" ôb " Il 

p _ p 

U «1 A| ©, 6 i " dv du 

N = H = fl 5 

0 ùv 

l'intégrale deviendra 

f )//// f/c, 

, / , f LU dV J 
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Écrivons-la sous la forme suivante 


HT)') 


Ü 



0( ) 
ou 


0\\t) 


J dud.-ffl{°l 


(Al 

OH 


Oi' 


du fh , 


vl appliquons la formule de Green à la première intégrale du 
second membre. Nous aurons évidemment 


Mil U , A, M dv - \ du , ■ f fl ( — - - — ) ,1,1 ch . 

J J J * ’ ou or ; 

l’intégrale simple étant étendue au contour (C\ parcouru dans 
un sens convenable. 

Or, d’après la seconde formule (5 ) et d’après les valeurs de M 
et de N, on a évidemment 

M dv — N du — - ds cos( tu e/ ^ Ao, 

lo et oF désignant les angles formés en chaque point avec Taxe 
des x du trièdre (T) par la tangente à la courbe s = eonsl. et la 
tangente au contour limite (G). Introduisons à la place de 0 / 
l’angle o>" 

(SJ = CO* — -- ■* 

2 


qui détermine la direction de la normale au contour, dirigée vei*. 
l’intérieur de Faire. On aura alors 


M dv — N du - - ds sim tu" — tu v Jus- 

D’autre part, si l’on suppose que l’on parcoure un chemin inib 
uiment petit on dans la direction de cette normale, la formule < 6 > 
nous fera connaître la dérivée de s relative à ce déplacement 

oy . „ — 

— — mli ( tu — tu ) v' Ac . 

On * 

Nous aurons donc 

ào 

M dv ds. 

On 


La formule < i5 ) prend alors la forme 

" ^) du,W 
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uti encore 


f ni'™ - - i - 

/./ On *' 1 H 




et, par Miite, l'intégrale double du premier membre, qui b ' e \- 
prime eu fonction de quantités absolument indépendantes du 
choix des axe'*, est un invariant. Il en sera évidemment de meme 
de lV*Iéniont de celle intégrale; si donc nous posons 

__ i /oM àS . 

2 ^ ~ H ' ou do ) 

mi, en développant les calculs. 


l 7 > ^2 


09 (JO \ , do Ü9 ’ 

G- 1 - -F-r E — — F — ^ | 

I 0 ] Ou Ov [ I 0 J Ov ou \ 
H ôït ~ "H } H àr ( H 


la fonction Aj's sera un invariant, linéaire par rapport aux déri- 
vées de a, et la formule ( 17 ) pourra s’écrire sous la forme abrégée 

'OU — piXiOdl. 


Nous avons supposé que l'aire était limitée par un seul contour 
et que les dérivées de o et à étaient continues à l'intérieur de ce 
contour. Si nous avions à considérer une aire limitée par plu- 
sieurs contours, il suffirait de remplacer l’intégrale simple qui 
figure dans la formule par la somme des intégrales analogue^ 
relatives à tous les contours. Si les conditions de continuité 
cessent d'ètre réalisées pour des points ou pour des lignes, on 
entourera les régions où se trouvent les discontinuités par des 
courbes que Ton joindra à celles qui limitent l'aire considérée. 
Nous n’insisterons pas sur toutes ces remarques qui ont déjà été 
présentées à propos du théorème de Green (n° 644). 


67o. Nos démonstrations supposent essentiellement le change- 
ment de variables réel; mais il est clair que les propriétés d’inva- 
riance subsistent meme quand on emploie des coordonnées ima- 
ginaires. Il suffit, pour s’en rendre compte, de remarquer que les 
propositions établies sont susceptibles d’une vérification directe 
par le calcul algébrique, et il tombe sous le sens que cette véri- 
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Ik-dtion est absolument indépendante de la réalité ou de i’ima^i- 
narité des variables ou des équations. 

Cne fois obtenus les deux invariants 

Aï, A 2 ï. 

an peut en déduire une foule d'autre> 

A Aï, A(ï, Aï), 8 <ï, Aï 

Les trois invariants nouveaux que nous \enons d'écrire sont tou** 
les trois du second ordre. En voici d’autres du troisième 

AA Aï, A A( ï. Aï ). AfcHï, Aï>, A 2 Aï, AA,ï. ... 

Nous verrons plus loin que les formations précédentes donnent 
lous les invariants; mais nous reconnaîtrons encore, dans l'étude 
d'un problème important, qu’elles ne les donnent pas toujours 
sous la forme la plus simple. 

676. Avant d'aborder les théories générales qui reposent sur 
l'emploi des paramètres différentiels, nous allons montrer com- 
ment ils peuvent intervenir utilement dans l’étude de quelques 
questions particulières. 

Considérons d’abord une surface rapportée à un système de 
coordonnées rectangulaires. Si le carré de l’élément linéaire est 
pris sous la forme 

A* Çtch'K 

le rayon de courbure géodésique des courbes y -- eonst. est déter- 
miné par la formule 

i - ^ 

p “ AC Ov ’ 




et, par conséquent, 



nu 
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nu, en remplaçant — et C par leurs \aîeurs tirées des rela- 
tions précédentes, 

I _ A.t’ i Ai v, Av) 

V Ar ’ 2 < A v)* 

Celte formule, ne contenant plus que des invariants, seraappli 
cable dans tous les cas. Par suite, le ra\on de courbure géodésiqur 
«Tune courbe représentée dans un système quelconque de coor- 
données par l'équation 

3 I U . C ! — O 

sera donné par la formule 

i A* 3 i A( 3 , A3 ) 


le sens positif du rayon étant celui pour lequel do est positif ç * 
On déduit de l'équation précédente que, si la famille de cour- 
bes iz) est formée de lignes géodésiques, la fonction cp doit salis- 
faire à l'équation du second ordre 

t 20 > A ( 3, A3 ) -2 A3 A 2 3 = O. 

Supposons maintenant que Ton donne deux fonctions s, i el 
que l’on demande de calculer raccroissement de è quand on par- 
court un chemin intînimenl petit sur la courbe 

o[ u, r i — const. 

Les différend elles du, dv relatives à ce déplacement uni etc 
calculées plus haut; on a trouvé 

du __ i do dv i do 

d* ~ H v A3 «te ’ H/a 

U \iendra donc 

£ 4 » — tï ^ dv __ 

d$ç ~~ du ds dv ds ~ ^ ^ 


D BtLTRAMï, fticercfir, art. A\l, et Matkemalische Annalen , t. 1, p. 579 . 
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Proposons-nous, par exemple, étant donnée une courbe iüi, de 
raie nier la dérivée de la courbure géodésique par rapport à Tare 
quand on se déplace sur cette courbe. On calculera z par la for- 
mule u 9 E et l'application de la formule précédenle donnera en- 
suite 

d'j Ql p. -» 

Ou calculerait de meme les dérivées suivantes de p. 


877. Soient maintenant s et *1 deux fonctions distinctes. Sup- 
posons que l'on détermine un point de la surface par les valeur 
de o et de i, le carré de l'élément linéaire prendra la forme 

ch 2 - - E do- — a F ch d'I G d6-. 


il est aisé de voir que l'on pourra exprimer E, F, G en fonction 
des invariants du premier ordre de » et de En effet, si Ton cal- 
rnle ces invariants, on aura les trois équations 


lo 


G 

KG”- - F* 7 


16 = 


KG -F-i 


Ai 5, • 


EG — t - 


qui peuvent être résolues par rapport à E, F, G, et nous donnent 


16 


E - 


G == ----- 


lo Ity — A 2 ( ©, 4 ) 
lo 


p — 

~~ lo Ï6 — A-( o, 4» J 

Ee carré de l'élément linéaire aura donc pour expression 


I ‘20 


d^- : 


16 do* — a A( o, 4) do d6 — lo di* _ 
lo Ai — A 2 (o, 


le dénominateur, qui est 0-(tp, *i), ne sera pas nul tant que les 
fonctions es et ^ seront distinctes. 

Cette expression de l’élément linéaire va nous permettre d é- 
tablir une proposition que nous avons annoncée plus haut et de 
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montrer que tout invariant composé avec les coefficients E, F, G 
et leurs dérivées, contenant d’ailleurs une ou plusieurs fonctions 
... et leurs dérivées jusqu’à un ordre déterminé, peut être 
obtenu à l’aide des symboles A, 0 de M. Beltrami. 

Soit, en effet, 




une telle fonction. Les coefficients E, F, G, nous venons de le 
voir, s’expriment d’une manière simple au moyen des trois para- 
mètres 

Az i, àp, A (w, r). 

D’ailleurs, si \ désigne une fonction quelconque, on a, d'après 
la définition même de l’invariant 0, 

h=» «(>.')• g-»**»-- 

Il suit de là que toutes les dérivées, et par suite l’invariant I, 
peuvent s’exprimer au moyen des symboles A, 0 appliqués un 
nombre suffisant de fois aux fonctions 

P, cp, ty, .... 

Il suffit donc, pour démontrer immédiatement la proposition 
que nous avons en vue, de supposer que l’on a pris pour les va- 
riables u et p deux des fonctions o, ... qui entrent dans l’in- 
variant. 

S’il entre une seule fonction cp dans cet invariant, on pourra 
lui adjoindre et prendre pour un de ses invariants, par exemple 
Acp ou A 2 cp. Tous les invariants d’une seule fonction peuvent donc 
être obtenus par l’emploi simultané et répété des opérations A et 
Ao, appliquées à cette seule fonction. 


678. Parmi les questions dont la solution peut être rendue 
plus facile par l’emploi des invariants, on peut encore signaler la 
suivante. 

Supposons qu’étant donnée une surface, on propose de mettre 
son élément linéaire sous la forme 

( 23 ) 


ds~ =/(«) dp~-\- 2 c û(a) dp dq tp ( a ) dq*, 
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où/, f, 4 1 sont ^ es ^ onc ^ ons données et connues de a, mais où a, 
p et q sont trois fonctions à déterminer. On reconnaîtra immé- 
diatement que, si l’élément linéaire est donné sous la forme 

ds- — E du 2 -r- 2 F du dv -h G dv 2 . 


^ p et q doivent satisfaire aux trois équations simultanées 


/ dp \ 2 






<»<> ; »-*•>££■ -»'•>(£ & *££)-«•> 
« (*)*- *»«-> ï S + «•»(*)’• 


àq àq 
du àv ’ 


dont l’intégration donnerait la solution complète du problème. La 
théorie des paramètres différentiels permet de former une équa- 
tion du second ordre à laquelle satisfera Tune des inconnues /), q 
et qui remplacera le système précédent. 

On a, en effet, en prenant l’élément linéaire sous la forme ( 23 j, 


" ?" 


ou, si Ton désigne le second membre par y/a), 
( 2 5) A/?=yJa). 


11 vient ensuite, en regardant a comme exprimé en fonction de p 
et de ÿ, 


(26) 

et enfin 
(»7) 


A(y?, A/?)^y/(a) 


da da 


/< v - <?* 


0 (/>, A/Jj 


7 .'(«) 


dsc 

¥ 


A 2 /> = - 


//'}' — ? 2 

1 fi. 


- ©s |> //<}< — <p* v//^ 


M- 

- ©2j 


L’élimination de a, ~ entre les quatre équations ( 20), (26) 

et (27) conduira à une relation entre les invariants de /?, qui pourra 
ensuite être écrite avec des variables quelconques et sera pré- 
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cisément l’équation du second ordre cherchée. Le calcul se simplifie 
beaucoup si la fonction cp est nulle. 

Comme première application, proposons-nous de ramener l’élé- 
ment linéaire à la forme 

U 8) ch* — dq *). 

lVous trouverons immédiatement que/? doit satisfaire à l’équation 

A 2 p — O. 

Nous reviendrons plus loin (n° 681) sur ce résultat. 

Envisageons maintenant !a forme suivante de l’élément linéaire 

( -29 ) ds* — cos 2 a dp* H- sin 2 a clq-. 

Elle correspond à une décomposition de la surface en rectangles 
infiniment petits dont les diagonales sont toutes égales ou, si l’on 
supprime les côtés de ces rectangles en laissanl les diagonales, à 
une décomposition de la surface en losanges dont les côtés sont 
tous égaux. On a ici 

t 1 A/ . 2 sinada 1 da 

A p — — A (p, A p) = — v ? A 2 p = — -- 

1 cos* a 1 cos»a dp 1 smacos^a dp 

et, par suite, 

( 3 o) A(p, Ap; — 2 A 2 p(Ap — 1). 

Telle est l’équation du second ordre dont dépendra In solution du 
problème. Remarquons que, si l’on effectue, dans la formule ( 29 ), 
la substitution linéaire 

1 

p^p'-\-q\ q ~=p'-?', 

on obtient la forme 

( 3 1) ds 2 — dp' 2 - 1 dq'- »: - 2 cos 2 a dp’ dq\ 

identique à celle que nous avons rencontrée dans l'étude du pro- 
blème de M. Tchebycheff [p. i3a]. 

Nous étudierons enfin la forme suivante 

< 32 ) ds* — se dp 2 4- i d# 2 , 

qui se présente dans la théorie des Cartes géographiques. Si l’on 
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fait correspondre à chaque point de la surface le point du plan 
dont les coordonnées rectangulaires sont p et q , on aura une re- 
présentation plane de la surface dans laquelle les aires seront con- 
servées et, de plus, on pourra former un système orthogonal avec 
les courbes de la sui'face qui correspondent aux droites du plan 
parallèles aux axes coordonnées. On peut encore caractériser la 
forme précédente de l’élément linéaire en disant que la surface 
peuL être partagée par les lignes coordonnées en rectangles qui 
ont tous la même surface. On a ici 

1 a / a 1 à* i du. 

Ap — -J A(p,Ap) — A 2 p — — , 

r a r . JT a 3 dp 1 a? dp 

ce qui donne pour p l’équation 

(33) A (/>, A p)zs ApA 2 p. 

Dans le cas des surfaces développables, cette équation se transforme 
aisément en une de celles que nous avons étudiées au Livre IV. 


679. Nous indiquerons maintenant comment on calcule les in- 
variants des fonctions les plu3 simples. Signalons tout d’abord les 
formules suivantes que le lecteur établira aisément 


(34) 


i P 1 •*- ) “ (tJ a ) Aa4 " 2 Ool P)" 4- '**’ 

] 0 ( /> ?) = e( “. 




à\f 


Aa- 




les termes non écrits se déduisant de ceux qui figurent dans les 
seconds membres par de simples permutations. Ces identités per- 
mettent de calculer les invariants des fonctions composées quand 
on connaît ceux des fonctions simples a, [3, .... 

Supposons la surface rapportée à ses lignes de courbure ; dé- 
signons par x , y, z les coordonnées du point de la surface par rap- 
port à des axes fixes et par a, a 1 , a"; b , b f , b c, c', c n les neuf 
cosinus qui déterminent la position du trièdre (T) par rapport aux 
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axes. On aura, comme on sait, 
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I ()# 

À du ~~ a ’ 

I d z _ a - 

À ’ 

I (te 
A du 

= a". 

i dx j 

c^ =b - 

-1^ — 6' 

G rV ’ 

1 dz 

G dp 

= £>*; 

du ou 

<?7 <)c' 

^ + R _ = °, 

dz 

R? 

du 

du 

dx .. ,dc 
— — R - r — o, 
do do 

? + R'^o, 

</p ap 

dz 

do 

de" 
IP ~- 

dp 


toutes les notations du Tableau V [II, p. 386] étant conservées. 
Ces formules permettent de calculer les valeurs suivantes des in- 
variants : 


! \x = i — c ~ , 

| A <7, 5 )=--c'c", 

(3 7 ) )&(y,z)^c, 


A C : 


R2 R'* 


. . t „ x U, U, 

Mc', C)-^ - Rs - -f 


e < c '’ c WïV’ 


Vb" 

H'2 


I Air, c) — 
l(x, c’ ) — 


a- _ 6* 

R R' 1 
aa r bb ' 

TT ~~ R'~’ 


0(3?, c) — ab ( R ; 

a/ ~ ba ' aô' 


Introduisons maintenant les distances de l’origine au plan tangent 
et aux plans principaux : si nous les désignons respectivement par 
P, Q, Q', on aura 

J P = ex h- c'y c" z, 

( 38 ) | Q ~ ax ~r a' y -h ci"z. 

( Q' — 63? -t- £>'7 T- £>",z. 


L’application des équations (34) et (3^) nous donnera 


(3 9 ) 



Q'2 

R/2’ 


A(P, a?) = — 
0(P, x\ = — 


aQ 

TT 

K 


6Q' 
R' ’ 
aQ r 
R 7 ’ 


À(P, C)=^.+ 


b Q 7 
R'a ? 


ô(P,c; = 


6Q-«Q' 

RR' 


Dans ces formules figurent seulement les invariants du premier 
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ordre. Pour calculer les paramètres différentiels du second ordre, 
il faut se rappeler que les dérivées premières des neuf cosinus peu- 
vent s’exprimer en fonction de ces cosinus et des rotations dont 
les valeurs ont été déjà données au Tableau V. On a, par exemple, 

t j^/G àx\ J_ j*_/A àx\ 

“ AG du \ A du)* AG (?p\G dv ) 

= âc ^ (Ca) + rc â; (AÔ) 

« <?G b ô\ t 7 1 

= âg dïr + Â (6r-c?)4 - c (c ^ 1-a7 ’ l) > 

ou, en remplaçant les rotations par leurs valeurs et faisant les ré- 
ductions, 

(4 o) 

Cette remarquable formule, signalée depuis longtemps parM. Bel- 
trami, montre que, dans les surfaces minima, toutes les sections 
par des plans parallèles forment une famille isotherme (n° 209). 
On trouvera de meme 



Si l’on applique maintenant les formules générales (34), on 
obtiendra les deux relations 


àf(x, y, + (££) +(%) -( cd £ + c '% 




àzj 


r. 


( 42 ) 


àx 


*ïl + à 21+ à 2l-(c 

àx 2 ày* àz* \ 




Le carré qui figui'e dans la dernière est purement symbolique, 
c’est-à-dire qu’après l’avoir effectué, on devra remplacer les 

produits tels que ~ x par une dérivée seconde Ces deux 

formules sont dues encore à M. Beltrami. 

D. - III. i4 
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Si Ton pi'end 


on en déduit 

( 43 ) 


/= w 


X~ -i- y2 _4_ 
2 



On trouvera encore 
(14) à(w, P)=— ÿ 


Q'* 

W * 


680. Pour compléter cette étude rapide, il nous reste à montrer 
comment l’invariant linéaire du second ordre intervient, soit dans 
la théorie des systèmes isothermes et de la représentation conforme, 
soit dans l’examen d’une question très intéressante qui a été 
abordée pour la première fois par M. Bellrami (*), mais qui a été, 
dans ces derniers temps, l’objet d’études approfondies de la 
part de M. Klein ( 2 ). 

Étant donné un plan, pour lequel le carré de l’élément linéaire 
est défini par la formule 

ds 2 = dx 2 -f- dy^, 

on sait qu’une fonction d’une variable imaginaire est, par défini- 
tion, celle dont la différentielle est le produit d’une fonction 
quelconque par l’un des facteurs linéaires de ds 2 , c’est-à-dire 
celle pour laquelle on a 

dil = M (dx H- i dy ). 

Étant donnée de même une surface quelconque réelle dont 
l’élément linéaire aura pour expression 

ds 2 = E du 2 -h 2 F du dv -H G dv *, 

u et p étant des variables réelles, nous décomposerons ds 2 en 


0 ) Voir le Mémoire, cité plus haut, des Aimait di Matematica. 

( a ) Klein (F.), Ueber Riemann’s Théorie der algebraischen Functionen un$ 
Virer Intégrale. Leipzig, 1882. 
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deux facteurs 

H désignant comme d’habitudele radical y/EG — F 2 . Une fonction 
complexe £2 du point (u, v) de la surface sera celle qui satisfera à 
l’équation 

(45 ) dû = M (Vë du -+• d v y 

par conséquent, si l’on désigne par x le facteur réel ou imagi- 
naire qui fait de l’expression 

x E du -4- — — dv ^ 


une différentielle exacte, et si l’on pose 


( 46 ; 


/R du ■ 


F -+- jf II 7 \ y . j 

" - /f — dÇ ) = ^ + i dy ' 


on voit que ü sera une fonction de la variable complexe x H- iy. 
Si, dans l’équation précédente, on change i en — i et si l’on dé- 
signe par x la fonction conjuguée de x, on aura 

(47) x' ^y/Ê du -H — J ** — dx — i dy. 


et, en multipliant membre à membre les équations précédentes, on 
trouvera 


( 48 ) 


ds 1 = 


dx* -h dy* 
xx' 


Cette équation nous montre que x et y sont deux fonctions 
isothermes conjuguées. On le voit donc, dès que la surface est 
rapportée à un système isotherme, la définition d’une fonction 
complexe sur la surface devient identique à celle que l’on prend 
pour point de départ dans la représentation de la variable com- 
plexe sur le plan. En d’autres termes, dès que l’on connaît une 
représentation conforme de la surface sur le plan, les fonctions 
complexes du point de la surface sont identiques aux fonctions 
complexes du point correspondant dans le plan. 



Réciproquement, supposons que Ton ait obtenu par un procédé 
quelconque une fonction Q 

Q — P H— i Q 


satisfaisant à l’équation (45). En changeant i en — i dans cette 
équation et désignant par Q! l’imaginaire conjuguée de Q, on aura 


(49) 

et, par suite, 


dÜ'=M'(/i 


E cia - 


F - m 
s/Ë 



(5o) 


dü dù' = MM' ds* = clP* -h clQ*. 


Ainsi la connaissance d’une fonction complexe, d’ailleurs quel- 
conque, permettra d’effectuer la représentation conforme de Ja 
surface sur le plan. 

11 résulte immédiatement de la formule (5o) que, si l’on connaît 
deux fonctions complexes sur deux surfaces differentes, on réali- 
sera une représentation conforme des surfaces l’une sur l’autre en 
faisant correspondre les points pour lesquels les fonctions ont la 
même valeur 5 car, si l’on désigne par ds' l’élément linéaire de la 
seconde surface et par N, W les quantités analogues à M, M', on 
aura, pour les éléments correspondants, 


MM' ds* = NN' ds'* = dil dQÏ, 


ce qui démontre la proposition. Ce résultat, qui a été signalé par- 
ticulièrement par M. Klein, comprend en particulier, ou plutôt 
présente sous une forme nouvelle ceux qui ont été déjà donnés 
(Livre II, Chap. III). 


681. Il nous reste maintenant à mettre en évidence les rapports 
de la théorie précédente avec les invariants. Pour cela, nous allons 
chercher les équations qui définissent les fonctions complexes, 
quand le système de coordonnées est quelconque. L’équation (43) 
nous donne 


dû 

du 


= My/Ê, 


dû 

dp 


= M 


F ni 

/E ? 


et l’élimination de M conduit à l’équation 
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qui caractérise les fonctions complexes. On peut encore l’écrire 
sous la forme équivalente 


( W 


G55-( p “ffl)£=o. 


11 résulte immédiatement de ces équations que la fonction Q 
satisfait à l’équation 

(53) Aü = o. 

Réciproquement, si une fonction ü a son premier invariant nul, 
elle satisfait, soit à l’équation (5 1 ), soit à celle qu’on en déduit par 
le changement de signe de H ; en d’autres termes, elle est fonction 
de l’une des variables déjà employées x + iy , x — iy. 

On vérifiera également, par un calcul facile, que Q satisfait à 
l’équation 

(54) À 2 ü = o. 

Étudions maintenant la relation entre la partie réelle P et la 
partie imaginaire Q de Q. 

L’équation (53) développée 

o = AQ = AP — AQ + at A(P, Q) 

nous donne 

AP = AQ, A( P, Q) = o. 

Ces relations entre les invariants de P et de Q montrent que les 
courbes obtenues en égalant à des constantes la partie réelle et la 
partie imaginaire de Q se coupent à angle droit. Ce résultat 
pouvait êlre prévu: il est une conséquence de l’équation (5o). 
D’autre part, si, dans les équations (5i) et (52), nous séparons 
les parties réelles et les parties imaginaires, nous obtiendrons les 
deux systèmes équivalents 

/ F <)P E à? 

j du ~ H du H dv 7 

I _ G c)P _ F à? 

[ dv ~~ H du H dv 9 

/ ^P __ E _ F 
\ ~du ~~ H dv H du 9 
) dP F ^Q__ G dQ' 

[ dv ~~ H dv H du* 


( 56 ) 
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L’élimination de P entre les deux premières équations ou de 
entre les deux dernières nous montre que P et Q sont des solutio 
de l’équation 

(57) 

ce qui d’ailleurs résultait déjà de l’équation ( 54 ). 

Réciproquement, toutes les fois que l’on connaîtra une soluli 
quelconque 9 = Q de l’équation (07), les formules ( 56 ) no 
permettront de déterminer par une quadrature une fonction P, 
qui donnera une fonction complexe ü = P -4- iQ du points 
la surface. On peut donc énoncer la proposition suivante: j 
solution réelle la plus générale de V équation (67) est four n 
par la partie réelle ou par la partie imaginaire d'une foncti 
complexe du point sur la surface . Par suite, si l’élément linéai 
peut être ramené à la forme 

ds- = \ ( dx 2 4- dy 2 ), 

la solution la plus générale de l’équation (07) est 
0 =/0 -4 iy) -h <J/(2r — iy). 

C’est d’ailleurs ce que l’on reconnaît immédiatement en pro 
tant des propriétés d’invariance de l’équation (i5) et l’écriva 
avec les variables x , y] car elle prend alors la forme simple 

1 L dx* + dy* J ” °* 

682 . M. Beltrami a montré comment on peut rattacher à 
théorie la proposition que nous devons à Gauss relativement à 
courbure totale. Soient, conformément aux notations employé 
plus haut, x et y! deux facteurs qui fassent des expressions 

y.( v/Ë du -b F y' n ch 

\ VÜ 

X '( /É ^ + F f/ir d j 

des différentielles exactes d(x + iy) et d(x — iy). Les factev 
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les plus généraux ayant la même propriété seront respectivement 
*?(*■+■ *»> x'<|/(ar— ÿr), 

© et A désignant des fonctions quelconques; de sorte que si l’on 
veut ramener ds 2 à la forme 

la valeur la plus générale de \ sera 

X = r-i-: r-- 

XX -H IJK) ~iy) 

Par conséquent, pour tous les systèmes de coordonnées et pour 
toutes les valeurs possibles de x et de x', la fonction 

À 2 log ~ = A 2 logv/xx' 


awrt toujours la même valeur . Nous obtenons ainsi un i/uw- 
77 Æ/i£ : on peut le calculer comme il suit. 

La fonction x doit satisfaire à l’équation 


qui donne 


<?(xy/Ë) _ ± x( F-hiE ) 
àv "du y/g 


E ^ogx F à logx = iE à logx /g r) F -f-JH _ i 

*" T ~ * y/E a ^ 


En multipliant par 



on aura de même 


„ d logx F d logx _ <? logx F — î‘H jj F - ! - e'H F — &H dE 

dv du ~~ l dv y/g Ou y/g aE dv 


En se servant de ces deux relations pour calculer À 2 logx, on 
obtient immédiatement ce résultat 


v , i à ( .dlogx t F — ïH F — iH à F -f- zH \ 

A,JoS5t= H l ~ àv~ + a KH dv h/êT du y/Ê J 

1 à f . à logx y/Ê d F + tH i_ dE\ 

H dv / du H du y/g aH dv J ’ 
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où x s’élimine de lui-même. Si l’on change i en — z, x en v! et que 
l’on ajoute l’équation obtenue à la précédente, on trouve, en 
divisant par 2 et en réduisant, 

1 1 — 1 à / I àG F dE\ 

I A 2 logi/xx jjH du\ ri du + EH dv J 

(j8) J J_ i (* _ £ <>E _ _L 

[ ! ari dv VH du H dv EH du )' 

D’après la manière même dont nous l’avons obtenu, cet inva- 
riant doit s’annuler dans le cas où l’élément linéaire est réductible 
à la forme 

ds~ = dy 2 , 


et dans ce cas seulement. D’ailleurs, on reconnaîtra aisément, en le 
comparant à la formule (16) [II, p. 364], qu’il est identique à la 
courbure totale . Mais on peut aussi établir ce dernier résultat 
directement en le déduisant des propriétés mêmes d’invariance que 
nous avons signalées. 

Supposons, en effet, que l’on veuille calculer la valeur de l’inva- 
riant pour un point M. Prenons pour axes des x el des y les tan- 
gentes principales en ce point. Si R et R' sont les rajons de cour- 
bure principaux en ce point, l’équation de la surface dans le 
voisinage de M sera 


(* 9 > 



+ — 


, On aura, en choisissant x et y comme coordonnées curvilignes 
d’un point de la surface, 


(60) E=n-g- 


F = 


RR' ’ 


G = 


y * 

R '2 


Si l’on porte ces valeurs de E, F, G dans la formule (58) et si 

1 ^2 p 

l’on remarque que, pour x ^=y=o, est la seule des dérivées 

premières et secondes de E, F, G qui ne soit pas nulle, on trou- 
vera, pour le point M, 
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Tel est le résultat établi par M. Beltrami. Les considérations 
par lesquelles on le démontre ne diffèrent pas essentiellement de 
celles que M. O. Bonnet a développées dans le Mémoire sur la 
théorie des surfaces applicables, inséré au XLI e Cahier du Jour- 
nal de l'École Polytechnique . 
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CHAPITRE IL 


SOLUTION D’UN PROBLÈME FONDAMENTAL I RECONNAITRE SI DEUX 
SURFACES SONT APPLICABLES l’u t NE SUR L’AUTRE. 


Deux surfaces pour lesquelles la courbure totale est constante et a la même va- 
leur sont toujours applicables l’une sur l’autre; mais on ne sait réaliser 
cette application des deux surfaces l’une sur l’autre que dans le cas où la 
courbure totale est nulle. — Si l’on savait déterminer les géodésiques des deux 
surfaces, on pourrait réaliser l’application; mais la détermination de ces géo- 
désiques dépend de l’intégration d’une équation de Riccati. — Méthode permet- 
tant de reconnaître si deux surfaces à courbure variable sont applicables l’une 
sur l’autre. — Cas général. — Emploi des paramètres différentiels. — Cas 
particulier où les courbes sur lesquelles la courbure totale conserve une même 
valeur sont parallèles les unes aux autres. — Cas plus spécial encore où ces 
courbes forment en outre une famille isotherme; les surfaces sont alors appli- 
cables sur des surfaces de révolution. — Étude de deux problèmes parti- 
culiers; recherche des surfaces réglées qui sont applicables sur des surfaces 
de révolution ; recherche des surfaces gauches qui sont applicables sur une 
autre surface réglée sans que les génératrices rectilignes soient des courbes 
correspondantes sur les deux surfaces. 


683. La théorie des paramètres différentiels permet de résoudre 
simplement la question suivante : 

Reconnaître si deux surfaces sont applicables l’une sur 
Vautre ou si deux formes de l’élément linéaire sont équiva- 
lentes . 

Voici la solation que nous donnerons de cette importante ques- 
tion. 

Commençons par considérer le cas exceptionnel où la première 
surface (5) a une courbure constante; d’après le théorème de 
Gauss, la seconde surface (2') ne pourra être applicable sur la 
première que si elle a une courbure constante, égale à celle de la 
première. Supposons que cette condition, qui est nécessaire, soit 
remplie : nous allons montrer que les deux surfaces seront appli- 
cables l’une sur l’autre. 

En effet, considérons, sur une surface à courbure constante 
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un système de coordonnées formé par les lignes géodésiques 
qui passent par un point fixe quelconque de la surface et leurs 
trajectoires orthogonales. Nous avons vu (n° S99) que Ton aura 
pour l’élément linéaire la forme réduite 

( 1 ) ds 2 =■ a 2 (du 2 -\- sin 2 z* dv 2 ). 

Si, au contraire, lacourbure est négative et égale à T -, on trou- 

vera de même 

( 2 ) ds 2 = a - 1 du- -h f \ dv 2 . 

Enfin, si la courbure était nulle, on aurait, pour le même sys- 
tème de coordonnées, 

(3) ds~ = du- a- dv 1 . 

Ces trois formes réduites nous permettent de résoudre com- 
plètement la question proposée. Étant données deux surfaces (S), 
(S 7 ), de même courbure totale, nous allons démontrer qu’elles 
sont applicables l’une surl’autre, et cela d’une infinité de manières. 

Prenons un point quelconque M sur (S) et faisons-lui corres- 
pondre un point quelconque M' de (S 7 ). Cela posé, à un point P de 
(2) ne peut correspondre sur (2') qu’un point P 7 dont la distance 
géodésique à M 7 égale la longueur de la ligne géodésique PM. Je 
prends un point quelconque P 7 satisfaisant à celte condition et je 
dis qu’on peut, de deux manières différentes, appliquer les deux 
surfaces l’une sur l’autre de telle sorte qu’à Met P correspondent 
respectivement M 7 et P 7 . 

En effet, rapportons les deux surfaces aux systèmes de coordon- 
nées polaires dont les pôles sontM etM 7 . En écrivant que les arcs 
correspondants sont égaux, on sera conduit à une équation 

du 2 -\- dv 2 = du'--+- dv' 2 , 

où cp (u) désigne l’une des fonctions u, si n&, — - — qui figurent 

dans les formules (i), ( 2 ), (3). Si M doit correspondre à M 7 , 011 
devra avoir aux points correspondants u = u\ et, par suite, l’équa- 
tion précédente deviendra 


dv 2 = dv' 2 
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on, en intégrant, 

p±p'= const. 

Soient?^? les coordonnées du point P; u ' Q , v' 0 celles de P'. En 
écrivant que P et P' se correspondent, on détermine la valeur de la 
constante, et l'équation entre v et v ! devient 

p — ç > 0 = =t(y— p'o). 

Il y a deux solutions, correspondantes au double signe du second 
membre. 

Considérons, par exemple, deux sphères égales et deux arcs 
de grand cercle égaux MP, M'P' pris respectivement sur ces deux 
surfaces. On peut amener les sphères à coïncider de manière 
que M', P ; soient respectivement en M et P. Alors on peut établir 
la correspondance entre les deux surfaces, soit en regardant comme 
homologues les points de deux surfaces qui sont maintenant con- 
fondus, soit en faisant correspondre à l’un de ces points son symé- 
trique par rapport à Parc MP. Telle est ici l'interprétation géomé- 
trique des deux solutions précédentes. 

684. Nous venons de démontrer que deux surfaces à courbures 
constantes et égales sont applicables l’une sur l’autre, et d’une infi- 
nité de manières; mais il ne résulte pas de là que l’on puisse tou- 
jours réaliser l’application et établir les équations qui relient les 
deux points correspondants. Pour être effectivement appliquée, 
la méthode que nous avons suivie exige évidemment que l’on 
connaisse les lignes géodésiques sur les deux surfaces données. 
Nous sommes donc conduits à nous proposer la question sui- 
vante : 

Etant donnée une surface à courbure constante , peut-on 
déterminer ses lignes géodésiques? 

Dans le cas où la courbure totale est nulle, la réponse à cette 
question n est pas douteuse. Étant donné l’élément linéaire d’une 
surface développable, on peut toujours, par de simples quadra- 
tures, le ramener à la forme 

dx- -f- dy- . 

Par suite, l’équation des géodésiques, qui est une relation 
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linéaire entre x et y, s’obtiendra dans tous les cas par de simples 
quadratures. 

Soit, en effet, 

ds 2 = E d uï + 2 F du dv ■+- G dv 2 


un élément linéaire pour lequel la courbure totale, définie par la 
formule (58) du Chapitre précédent, est égale à zéro. Il résulte 
de la signification même de cet invariant et de la méthode que nous 
avons suivie au n ü 682 que l’on pourra ramener l’élément linéaire 
précédent à la forme 

(4) ds- = dx* -r dy*~\ 

et, par suite, il existera une fonction \ telle que les deux expres- 
sions 

rfr)i 



soient, l’une et l’autre, des différentielles exactes d(x + iy) et 
d(x — iy). Si nous écrivons les conditions d’intégrabilité, nous 
aurons les équations de condition 


0 /= d F + fil ^ 

tt x ' 


ô_ /E 
dv X 


ù F — i'H 


àu l /E 


Remplaçons dans ces équations X par e*V‘ et résolvons par rapport 
aux dérivées de p; nous aurons 

[ djx _ _i <fF F_ àE 1_ dE 

\ du H du 2 EH du 2 H dv* 



( dv “ 2Ü du 2 EH dv 


11 suffit de se rappeler que la courbure totale est nulle et de com- 
parer à l’équation (58) du Chapitre précédent pour reconnaître 
qu’il existe effectivement une fonction p satisfaisant à ces deux 
équations. Cette fonction une fois déterminée par une quadrature, 
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on portera la valeur e l \ L de X dans les expressions (5) et l’intég 
tion de ces différentielles fera connaître x H- iy et x — iy. Il Sl 
fira donc de trois quadratures effectuées sur des différentielles 
deux variables pour ramener l’élément linéaire à la forme (4) < 
par suite, pour trouver les lignes géodésiques. 

685. Passons aux surfaces à courbure constante et, pour fix 
les idées, supposons que la courbure soit positive et égale à 
(pour une surface à courbure négative, il suffira de changer a 
a\j — i dans les résultats que nous allons obtenir). Conservo 
toutes les notations du Livre V (Chap. I); il est clair que, 
surface ou l’élément linéaire étant donné, si l’on détermine po 
chaque point la position du trièdre (T) par rapport aux lign 
coordonnées, on aura, en chaque point de la surface, les transi 
tions £, •/), 7]* et, par suite, les rotations r et r { (n° 484). Ces s 

quantités ne changent pas lorsqu'on déforme la surface; par co 
séquent, si l’on veut l’appliquer sur une sphère (S) de rayon , 
elles auront les mêmes valeurs aux points correspondants de (5 
et de (S). Mais, pour le point de (S), les deux rayons decourbu 
principaux sont égaux à a et, de plus, les directions principal 
sont indéterminées. Il faut donc que les deux équations (io) [I 
p.35a], qui définissent les directions principales, soient ident 
quement vérifiées quand on y fait p = a. On obtient ainsi 1< 
équations 

% -h aq = o, 7) — ap = o, 

£i h- aqi = o; r n ~ ap t = o, 

qui déterminent/?, q : q K ; de sorte que l’on connaît toutes le 

rotations et les translations du trièdre (T). La détermination ei 
fective du mouvement de ce trièdre et, par suite, l’application d 
la surface (S) sur la sphère (S) dépendent donc, d’après les prir 
cipes exposés au Livre I, de l’intégration d’une équation de Rie 
cati. Or, lorsque cette application des deux surfaces l’une su 
l’autre sera effectuée, on connaîtra évidemment les lignes géode 
siques de (S); elles correspondront aux grands cercles de (S] 
Ainsi : 

La détermination des géodésiques d'une surface à courbur 
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totale constante et différente de zéro dépend de V intégration 
d’une équation de Riccati . 

686. Supposons maintenant que les deux surfaces (2), (2,) 
soient, l’une et l’autre, à courbure variable; soient u , p les coor- 
données qui déterminent un point de (2), u x celles qui déter- 
minent un point de (2,). Pour que les deux surfaces soient ap- 
plicables l’une sur l’autre, il faudra que l’on puisse déterminer 
pour u et o des fonctions de u { , p* donnant identiquement 


E du 2 -h 2 F du do -h G dv 2 = E t du 2 -h 2 Fi dui dv x -\-G x dv 2 , 

et cette équation nous montre tout de suite que u et p doivent être 
des fonctions indépendantes-, car, si u était fonction de p, le se- 
cond membre serait un carré parfait. 

L’application des méthodes générales conduirait pour u et p à 
trois équations aux dérivées partielles du premier ordre. Le 
problème posé, envisagé sous ce point de vue, consisterait donc à 
reconnaître si ces trois équations peuvent être vérifiées par un ou 
plusieurs systèmes de valeurs de u et de p. 

Mais les propositions que nous avons établies précédemment 
vont nous permettre de reconnaître par de simples éliminations 
si les deux surfaces (2), (S 4 ) sont applicables l’une sur l’autre. 
Nous savons d’abord qu’aux points correspondants des deux sur- 
faces les courbures totales doivent être égales. Si nous .désignons, 
par conséquent, par p) et <p 4 (w 4 , p* ) les expressions de la 
• courbure totale, formées respectivement avec les éléments des sur- 
faces (2), (Si), nous devrons avoir l’équation 

(7) ?(*, v) = ?i(»u * 0 - 

D’autre part, s’il existe une tTansformalion de coordonnées per- 
mettant de passer de l’élément linéaire de la surface (2) à celui de 
la surface (S 4 ), tout invariant de la fonction <p, formé avec l’élé- 
ment linéaire de (2), devra être égal à l’invariant correspondant 
de <j>i formé avec l’élément linéaire de (2 { ). Cette remarque nous 
permet de former une suite illimitée de relations entre u, p, « 4 , p 4 , 
qui seront toutes nécessaires. 

Le principe suivant va nous aider à nous reconnaître au milieu 
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de toutes ces relations et d’écrire seulement celles qu’il est indis- 
pensable de considérer. 

Soient 

(8) <pO, v) = cp 1 (ü 1) Pi), <K w î P) = Vi) 

deux quelconques d’entre elles, que l’on choisira de manière à 
satisfaire à cette unique condition que les deux fonctions <p et 
soient indépendantes . Alors il devra en être de même des fonc- 
tions etc];*; sans cela, les surfaces ne pourraient être applicables 
l’une sur l’autre. Dans ces conditions, les équations précédentes, 
résolues par exemple par rapport à u et à v, définiront une ou 
plusieurs correspondances distinctes entre les points des deux sur- 
faces (2), (S, ). U est donc nécessaire, d’après la théorie même des 
invariants, que l’un au moins des systèmes ainsi obtenus de va- 
leurs de u et de p vérifie les trois équations 

(9) Àcp = À 1 cp î} A(cp, A) = Ai(cp!, Ùi), A^ = Ai(^), 

où l’indice supérieur 1 indique les paramètres différentiels formés 
avec l’élément linéaire de (S,). Mais nous allons montrer que, si 
la condition précédente est nécessaire, elle est aussi suffisante. 

En effe*t, puisque les fonctions <p et A sont indépendantes, nous 
pouvons déterminer un point de la première surface parles valeurs 
qu’y prennent f et A, et, d’après la formule donnée plus haut, 
l’élément linéaire de cette surface (S) aura pour expression 

^ 9 A^ dz 2 — 2 A(cp, d>) do dty h- Acp d'\>2 
Àcp — A 2 (<p, 6 ) 

De même, l’élément linéaire de (2,) sera réductible à la forme 

ds s _ A 1 ^ d*\ — 2 A 1 (cp!, d'\> L -h Ai cp 1 dYi 

1 Aicpi AiAi“(Ai(<pi 5 Ai )) 2 ? 

et, par suite, la correspondance établie par les cinq équations (8) 
et (9) nous donnera 

d$~ = ds \ . 

Notre proposition est donc établie ; elle permet, on va le voir, de 
résoudre simplement la question proposée. 

687. Reprenons en effet l’équation (7), à laquelle nous adjoin- 
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drons la suivante 

Acp = 

Si A'f n’est pas une fonction de o, A* y, ne sera pas une fonction 
de tp, ; autrement les deux surfaces ne pourraient être applicables 
l’une sur l’autre ; A«p et A 1 <p, pourront donc jouer le rôle des 
fonctions que nous avons appelées plus haut i et <!q . Le système 
des équations (8) et (g) se réduira ici au suivant 

( <P = ?i» 

| Aip = 

10 j M<P) 

\ À Àcp = A 1 A 1 ©^ 

et il suffira que les deux dernières équations soient des consé- 
quences des deux premières pour que les surfaces (2), (2, ) soient 
applicables l’une sur l’autre. 

Notre raisonnement ne suppose en rien, on le voit, que o soit 
la courbure totale et il s’appliquerait- sans modification si l’on 
savait a priori que deux fonctions quelconques <p(w, c>), 3 p 4 ) 

doivent prendre la même valeur aux points correspondants des 
deux surfaces. Le théorème de Gauss n’intervient dans cette ana- 
lyse que pour nous faire connaître une fonction invariante. Le 
fait que cette fonction est la courbure ne joue qu’un rôle secon- 
daire dans nos raisonnements; mais il n’en est plus ainsi, et la 
signification de <p reprend une grande importance, dans les cas 
particuliers que nous avons écartés et que nous allons maintenant 
examiner. 

688. Supposons que, pour la surface (S), Àcp soit une fonction 
de <p, F(<p); il en sera de même pour l’autre, et l’on devra avoir 
évidemment 

A 1 cpi = F(cpi), 

sans quoi les deux surfaces ne seraient pas applicables l’une sur 
l’autre. Nous supposerons cette première condition satisfaite. 
L’équation 

A© = F(cp) 

exprime que les lignes sur lesquelles la courbure totale est la 
même forment une famille de courbes parallèles. Nous avons 
D. — III. i5 
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déjà rencontré au n° 671 les surfaces jouissant de cette propriété 
et nous avons même donné la forme de l’élément linéaire lorsqu’on 
prend un système de coordonnées formé de ces courbes parallèles 
et de leurs trajectoires orthogonales. Il nous suffira de remarquer 
ici que l’élément linéaire est de la forme bien connue 

où l’on a (n° 672) 

(i0 

On peut établir entre les invariants de la surface une relation 
qui nous sera utile. Si l’élément linéaire d’une surface est ramené 
à la forme 

ds* = da*--h C2 dv*, 

on a 

i dC i i c? 1 2 * C 

tm - 1, A lU ~ Càu’ 9 ~ RR' ~ C àu> 

et de là on déduit 

(12) A(W, À 2 tt) =— cp — (A 2 W) 2 . 

Cette équation est tout à fait générale. Mais, si nous supposons 
maintenant que la surface soit une de celles que nous voulons 
étudier et que les courbes de paramètre u soient celles sur les- 
quelles la courbure <p demeure constante, À<p deviendra une fonc- 
tion de <p ; u sera aussi une fonction de <p, définie par l’équation (1 1 ), 
et la relation ( 12 ) se transformera dans la suivante 



qui convient aux surfaces dont nous nous occupons etne contient 
d’ailleurs qu’en apparence des intégrales et des radicaux. 

Revenons aux deux surfaces (S), (2,). Nous savons qu’aux 
points correspondants on doit avoir 

1 l «0 = A l?l(Wl 5 ^ 1 ); 

mais ces deux relations, en vertu des hypothèses actuelles, se ra- 

mènent à une seule. Nous obtiendrons une équation nouvelle en 
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exprimant que les invariants du second ordre sont égaux, c’est- 
à-dire que l’on a 

A 2 o = 


Pour la simplicité des raisonnements, nous écrirons cette équa- 
tion sous la forme équivalente 



et nous lui adjoindrons la suivante 


(16) 



Cela posé, si nous supposons que A» f -^_L ne soit pas une fonc- 
d J * A? 

tion de f et que A* I j== ne soit pas une fonction de o, , les deux 

équations (i4) [qui se réduisent à une seule] et l’équation (i5) 
définissent une ou plusieurs correspondances entre les points de 
deux surfaces. Si l’une de ces correspondances entraîne comme 
conséquence l’équation (16), les deux surfaces seront applicables 
l’une sur l’autre. 

En effet, en vertu de l’identité (i3), les équations (i4) et (io) 
entraînent la suivante 



et enfin l’identité, démontrée au n° 673, 


©2(cp, A 2 )-HA2(cp, A 2 ) = AcpAA 2 , 

qui a lieu pour les deux surfaces, nous donnera de même 


AA S 




dy i 
/aï^ 


La correspondance établie est donc telle que les deux fonctions 
ç, À 2 sont égales, ainsi que leurs trois invariants du premier ordre; 
par suite, les deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre, 
en vertu du principe général que nous avons établi tout d’abord. 
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689. Il nous reste à examiner un dernier cas, c’est celui où, no 
seulement Asp, mais À 2 J ~ serait une fonction de tp. Comir 


on a 


/ d/cp ^2^ T ^Cp 

= A? ~ a/4 ~ d F ’ 


d Acp 


il est clair que cela revient à supposer A 2 cp fonction de tp. 

Si ce cas exceptionnel se présente pour l’une des surfaces, 
devra aussi se présenter pour l’autre, et l’expression de A â <p en fon. 
lion de tp ne saurait être différente pour les deux surfaces. Noi 
allons montrer que ces conditions sont suffisantes : si, pour deu 
surfaces différentes, A 2 <p et Acp sont des fonctions de <p et si les e: 
pressions de ces deux fonctions sont les mêmes, les deux surfact 
sont applicables l’une sur l’autre et d'une infinité de manière. 

Soit, en effet, (S) l’une des deux surfaces. En posant 


fi rhs 

U = 1 71 


/a? 


et rapportant la surface au même système de coordonnées qu 
précédemment, on aura pour l’élément linéaire 

ds 2 = du 2 -fi- G 2 dv 2 . 


Si ù désigne une fonction quelconque, l'expression générale c 
A 2 Û devient ici 


a 2 Q = 



i L( 1 

G àv\C ôv ) ‘ 


En prenant donc ü = ç, on trouvera 

— 1 ÈL jL c h 

^ ^ G du du ^ du du 


ou, en tenant compte de la relation entre o et u y 

Ajtp = g + 

• i dfi 
a _ êC â rfcp 
G du ^/Acp 


ce qui donne 




OÙ V désigne une fonction quelconque de v. Substituons cette va- 
leur de C dans l’élément linéaire et remplaçons V dv par dv, nous 
obtiendrons définitivement 


(17) 






Cette formule démontre immédiatement la proposition que 
nous avions en vue. Comme elle dépend exclusivement des ex- 
pressions de Acp, Àocp en fonction de <p, elle sera évidemment la 
même pour les deux surfaces considérées, et l’application se trou- 
vera réalisée parles formules 

? = ?!» 
v zs dz ç x a, 

a désignant une constante arbitraire. Les deux surfaces sont alors 
applicables l’une sur l’autre d’une infinité de manières, ce que 
l’on n'aura aucune peine à s’expliquer si l’on remarque que l’élément 
linéaire donné par la formule (17) est celui qui convient aux sur- 
faces de révolution. 

Pour établir la correspondance entre les deux surfaces, il suffira 
de ramener leur élément linéaire à la forme (17), et il est aisé de 
reconnaître que cette réduction exige une quadrature pour chaque 
surface. En effet, si l’on tire de l’équation (17) la valeur de dv, on 
trouvera 

- 

(19) dv = ± /Acp ds* — p 2 e J ^ , 

et le second membre, ne contenant que des quantités connues ou 
des invariants, pourra être obtenu sans difficulté quelles que soient 
les coordonnées choisies $ par conséquent, v sera donné par une 
quadrature. 
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690. La discussion que nous venons de terminer montre qu’il y 
a seulement deux classes de surfaces pour lesquelles l’application 
peut se faire d’une infinité de manières : ce sont les surfaces à cour- 
bure constante et les surfaces applicables sur les surfaces de révo- 
lution. Les unes et les autres sonL évidemment applicables sur 
elles-mêmes d’une infinité de manières. L’analyse précédente 
montre d’ailleurs d’une manière évidente qu’elles sont les seules 
jouissant de cette propriété. Toutefois l'indétermination n’est pas 
la même dans les deux cas : pour les surfaces à courbure constante, 
le mouvement de déformation dans lequel la surface glisse sur elle- 
même peut amener un point quelconque en tout autre point de la 
surface; au contraire, dans le cas des surfaces à courbure variable 
applicables sur des surfaces de révolution, chaque point de la sur- 
face pourra seulement glisser le long de la courbe lieu des points 
pour lesquels la courbure totale demeure invariable. 

Signalons cette conséquence que les surfaces hélicoïdcs ou de 
révolution ne peuvent être applicables les unes sur les autres que si 
les hélices ou les parallèles sont des courbes correspondantes sur 
les surfaces que l’on considère. Par conséquent, les résultats des 
n 03 73 à 79 nous donnent bien tous les hélicoïdcs et toutes les 
surfaces de révolution qui correspondent à une forme donnée de 
l’élément linéaire ( 1 ). 

691. Nous allons indiquer différentes applications de la méthode 
précédente. Cherchons d’abord s’il existe des surfaces réglées 
applicables sur des surfaces de révolution. Nous savons (n° 80) 
que l’élément linéaire d’une surface réglée rapporLée à ses généra- 
trices rectilignes et à leurs trajectoires orthogonales estde la forme 
( ao ) ds 2 = du - -h ( A w 2 h- v B u -i- G ) dv~ ~ du 2 h- g~ r/r 2 , 

A, B, C étant des fonctions de p. On peut évidemment choisir la 


(*) On consultera, sur le problème que nous venons de résoudre: 

Mindinœ(F.), Wie sich entscheiden lâsst ob zwei gegebene Flachen auf 
einander abwickelbar sind oder nicht; nebst Berne rk un gen über die Flachen 
mit unverànderlichen Krümmungsmaassen ( Journal de Crelle, t. XIX, 1839 ). 

Lion ville (J.), Notes de la 5® édition de V Application de V Analyse à la 
Géométrie de Monge (Notes IV et V); i85o. 

Bonnet (O.), Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une sur- 
face donnée ( Journal de V École Polytechnique, XLI® Cahier, i863). 

Bertrand (J.), Traité de Calcul différentiel et intégral , t. I. 
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fonction P de telle manière que l’on ait 

( 21 ) AC — 132=1. 

Le seul cas d’exception est celui où le coefficient de dv 2 est un 
carré parfait. Alors la surface est développable et la solution de la 
question posée devient évidente : toutes les surfaces développables 
sont applicables sur le cône de révolution. 

En tenant compte de la relation (21), on aura 


/n 1 __ — r —1 

{22) R. IV ~ ’ 

Or on sait que, pour toutes les surfaces de révolution, les lignes 
sur lesquelles la courbure est constante sont parallèles les unes 
aux autres. Cette propriété, à la vérité, appartient encore à d’au- 
tres surfaces, mais elle nous suffira pleinement dans ce qui va 
suivre. 

On devra donc avoir l’équation 


qui caractérise (n° 672 ) les familles de courbes parallèles et qui 
devient ici 


4(A« + B) 2 + - 


= /(£•)> 


A', B', C' désignant les dérivées de A, B, C. Si nous remarquons 
qu’en vertu de la relation (21), on a 

(Aw + B) 2 = A^ 2 — 1 , 

on voit que nous pourrons donner à l’équation précédente la 
forme 

(A'& 2 -t- 2 B'k -h C') 2 = /(£0 — 4A^. 


Pour éliminer f(g) , nous allons différentier en supposant que g 
reste constante, ce qui donne la relation 

2 (A' u 2 -h aB' w -H C')(A'w -4- B') du 
H- [(A'w 2 h~ 2 Wu G')(A" w 2 + aB U u+ G") H- a A r ^l do = 0. 

Mais, g devant demeurer constante, les rapports de du et de dç 
sont définis par l’équation 

2 g dg = 0 = a(Aw-f-B) du -h (A 2 B f w + C ) dv, 
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qui donne 

2 du — dv 

A'm 2 4 - 2 B'm + C' ~ Àw + B 

On aura ainsi, en remplaçant dans l’équation précédente du 9 dv 
par les quantités qui leur sont proportionnelles, 

(A'w 2 +- 2 B'w + C')[(A ' u + 2W11 h- C') 

(23) — (AïtH-B)(A"w 2 -h2B ,, w-i-G")] 

= 2A'(àm + B)(àm 2 +'2Bw+G) 2 . 

Cette relation doit avoir lieu identiquement. Si nous égalons les 
coefficients de la plus haute puissance de u dans les deux mem- 
bres, nous trouvons 

A'(A' 2 -AA' / - 2 A 3 ) = O. 

Commençons par examiner l’hypothèse 

A' = o, c’est-à-dire A = const. 

Alors la relation (23) prend la forme 

(2B'm -hC')[2B ,2 m -h B'C' — (Am -h B)( 2 B" w h- G")] = o. 

On peut vérifier cette équation soit en annulant le premier fac- 
teur, soit en annulant le second. Dans le premier cas, on a 

B'= C'= o 

et à cette solution correspond la forme suivante de l’élément li- 
néaire 

ds 2 = du 2 -\- {au 2 - H 2 bu -+- c) dv 2 , 

où a, 6, c sont trois constantes quelconques. 

Mais, si l’on suppose que le second facteur soit nul, on aura 

a n* 

AB ff = o, B' 2 — BB"— — - = o, B'G' — BG f =o. 

2 

Il y a deux cas à distinguer suivant que A est nul ou différent 
de zéro : 

i° Supposons A = o; nous aurons, en tenant compte de la re- 
lation ( 21 ), 


B = i, C"= 0 , 


G = mv -h n 
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m et n désignant des constantes. On a donc 
g- = lia -h mv + n . 

2 ° Soit maintenant o; il vient 

B" =o, B = Twp -t- /i, 

. J — T — H— — • 

A AA 

Donc 

, » [ , mp 4- n\ 2 i 

692. Il nous reste maintenant à examiner les solutions de 
l’équation (a3) pour lesquelles h! serait différent de zéro. Il est 
aisé de voir qu’il n’y en a aucune . 

En effet, si A 1 n’est pas nul, le second membre de la relation 
(a3) ne le sera pas non plus; par suite, il devra être divisible 
par le trinôme A r u 2 -\- a B r u -h G'. Il faudra donc que les deux 
équations 

A m 2 H- 2 B m -h C = o, A'm 2 4 - iB'u 4 - C'= o 

aient au moins une racine commune. On pourra donc égaler à 
zéro leur résultant, ce qui donnera la relation 

(24) (AC' 4 - CA'~ 2BB') 2 - 4(B 2 - AC)(B' 2 — A'C') = o. 

Mais, si l’on différentie l’équation ( 21 ), on a 

(25) AC'4- GA'— 2BB'= o } 

de sorte que la condition précédente prend la forme simple 

A'C'-B' 2 =o. 

Il faudra donc que A'^ 2 4- 2 B'u 4- C' soit un carré parfait*, 
mais alors Au + B, devant, d’après l’équation (23), diviser 

( A' u 4- B' ) ( A' w 2 h- 2 B' u -h G') 2 , 

admettra nécessairement la racine unique du trinôme 

A'w 2 h- 2B r u 4- C'; 

et, par suite, les deux équations 

Aw+B = 0, A' m 2 4- 2 B' w 4- G' = 0 
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devront avoir une racine commune. Or cela est impossible tant 
que A' n’est pas nul; car l’élimination de u conduit à la condition 

A'B 2 — aB'AB -+- C'A 2 — o, 

d’où l’on peut faire disparaître B' au moyen de l’équation (a5), et 
l’on arrive ainsi à la relation 

(B 2 — AC) A'== o ou A'=o, 
qui est en contradiction avec noire point de départ. 


693. Donc les seules solutions de la question posée sont celles 
que nous avons indiquées en premier lieu et qui correspondent 
aux trois formes suivantes de l’élément linéaire 


| ds* — du*-*- (au*-*- 9<bii’¥ c)cù> 2 , 

(a6) \ ds* — rftt*4-^A(M-h/nvH-;i) s 4- 

' ds 2 = du* 4- (a iu 4- mv -h n) ch*. 

Ces formes peuvent elles-mêmes être simplifiées et, en distin- 
guant tous les cas, on trouve les expressions réduites 

f ds* — du* 4- u dv*, 
j ds* — du* -h ( u* 4- a* ) ch*-, 

(27) J **]«?»*, 

I ds* — du* 4~ ( u 4- civ) ch*. 


La première correspond aux surfaces de l'évolution dont le 
méridien est défini par l’équation 



p étant la distance à l’axe et s la distance à un plan perpendicu- 
laire à l’axe. Elles sont engendrées par la révolution de la déve- 
loppée d’une chaînette autour de la base de cette courbe. 

Parmi les surfaces de révolution en nombre infini (n° 76) qui 
correspondent aux autres expressions réduites (27) se trouvent 
l’alysséide pour la deuxième forme (n° 66), les ellipsoïdes et les 
hyperboloïdes de révolution pour la troisième, le paraboloïde de 
révolution pour la quatrième. Nous laisserons au lecteur le soin 
de vérifier tous ces résultats. 

Quant aux surfaces réglées qui admettent les formes précédentes 



a35 


SOLUTION D’UN PROBLÈME FONDAMENTAL. 

de l’élément linéaire, on les déterminera par une méthode générale 
que nous ferons connaître plus loin. Nous nous contenterons, 
pour le moment, de remarquer que la première et la dernière des 
formes précédentes ne peuvent correspondre qu’à des surfaces 
dont les génératrices rectilignes sont imaginaires. 

694. Proposons-nous maintenant de reconnaître s’il existe des 
surfaces gauches applicables sur des surfaces gauches sans que les 
génératrices rectilignes des deux surfaces se correspondent, ce qui 
revient à rechercher si l’on peut résoudre l’équation 

(28) d««4- («K* 4 - 2Ùlt H- c) dv’-— du’*- -+- (a l u"'-- : r-%b l u' -*r c l )dv' i , 

où a, b , c désignent des fonctions de r et a t , b { , c, des fonctions 
de v 1 sans supposer que v soit une fonction de v. 

Nous admettrons, comme précédemment, que l’on ait choisi v 
et v' de telle manière que l’on ait 

ac — = «1C1— b\ — i. 

Alors l’équation relative à la courbure nous montre qu’aux 
points correspondants, on doit avoir 

aid lu -4- c = ai n' 2 -+• 2 bi u' + c, = g % , 

et notre équation (28) devient 

duï — du' % = dv'*- — dv % ). 

Elle admet une première solution 

du—±du', dv=dzdv'. 

Mais alors les génératrices rectilignes se correspondent dans les 
deux surfaces. Cherchons donc d’autres solutions. 

Écrivons l’équation sous la forme 

gî(dv 4 - dv')(dv — dv') = (du 4 - du') (du' du). 

Comme le signe de.?/ importe peu, on peut toujours supposer 
qu’il y a proportionnalité entre les deux premiers facteurs de 
chaque membre et poser, sans diminuer la généralité, 
g(dv-\- dv') — \(du 4 - du')y 
g(dv — dv') — -y- (du — du'). 
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Introduisons les variables nouvelles 

u — u r =2p; 

n aura 

dv -H dv' = — du, dv — dv = 

£* £' À 

Les seconds membres devant être des différentielles exactes, on 


pourra poser 


\ i 

7 ~ A’ 


À étant une fonction de a et B une fonction de [3. 
On déduit de là 


g~ — — AB, 

du = du -+- du' = — <tf(3 

, du , , c/a 

*=t + b’ dv = ~~ ir 


et, par suite, en choisissant a et [3 comme variables indépen- 
dantes 

/ Q r \ — / A R \ \ . 


(30 J. 

On retrouve ainsi, comme il fallait s’y attendre, la forme de 
l’élément linéaire considérée par M. Liou ville. 

Pour la commodité des calculs qui suivront, nous allons changer 
de notations. Posons 

( k = p, B = pj, 

(3a) < du ___ dp dfi __ dpi 

{ 7s ~ 75’ 7§ ~ 757 

R et Ri étant des fonctions qui dépendent respectivement de p et 
de pi. Il viendra 

(33) — PPi* 

(34) I “ “-/V* * + /7fe 4l ’ = T\/ïï^ ~f\/ 1 4l> 

1 J /pR J /pi Ri J /pR J /piRi 


( 35 ) 
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elles fonctions inconnues devront être telles que l’on ait 
(36) — PPi = aufi+ibu + c = a 1 u'i+i.b l u'+ c u 

a, b , c et a b t , c t étant des fonctions de v et dé v' assujetties à 
la condition de vérifier les relations (29). 


69S. On pourrait déterminer les fonctions R et R, par la con- 
dition que nous venons d’énoncer; mais il vaut mieux remarquer 
que la courbure totale de la surface, calculée avec la forme pri- 
mitive (28) de l’élément linéaire, a pour expression 

I 3 /) A ~ g> ~~ (ppi) 2 ' 


On peut aussi la calculer au moyen de la forme nouvelle (35) 
de l’élément linéaire, et l’on trouve alors, en appliquant par 
exemple la formule (8) [11, p. 385], 


(3X) 


,, R- R .«. _ R'+R’, . 

’’ ‘ ‘ ’(? — pi) 3 (? — pi) 2 


Si l’on égale les deux expressions de k, on aura l’équation fonc- 
tionnelle 


R — R i R'-t- R', 4 

*«p-- P1T 3 (’p — pi) 2_ (PPi) 2 ’ 


qui suffira, nous allons le reconnaître, à la détermination des 
fonctions R et R, ; mais, au lieu de résoudre la question ainsi 
posée, nous la généraliserons un peu et nous rechercherons si 
la valeur de la courbure peut être une fonction quelconque du 
produit pp ( . Nous serons ainsi conduits à l’équation 


(4o) 


R — Ht 

2 (p — Pi ) 3 


R' -H R', 
IP-Pi)* 


= 5(ppi)> 


qui comprend la précédente comme cas particulier. Pour la ré- 
soudre, nous allons la cjiffércntier totalement en supposant que le 
produit pp t demeure constant, c’est-à-dire que l’on a 

dp dp 1 

T ~ pi 


On trouve ainsi, en différenliant l’équation (4°) en rem ~ 
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plaçant dp, dp { par p et — pj respectivement. 

( — 6(R — Ri)(p-Hpi)H-2R'(2p-+-pi)(p — pO 
j + 2 R 1 (api+ p)(p — pi) -H(R'i pi— R"p)(p — pi) 2 = 0 . 

Prenons la dérivée deux fois par rapporta p et deux fois par 
rapport à p< ; nous trouverons 

pR IV -f- 4R , "= piRÏ’-MRl- 

Par suite les deux membres de cette égalité doivent avoir une 
même valeur constante, et, si nous remarquons que le premier 
est la dérivée quatrième de pR, nous voyons que l’on doit avoir 

pR=/(p)i 

/ désignant un polynôme du quatrième degré à coefficients con- 
stants. L’équation de conditiou (40? 0 ù l’ on fait p = p,, montre 
immédiatement que Ton aura de même 

Pi Ri -/(P ib 

et elle est d’ailleurs vérifiée, on s’en assure aisément, sans qu’il 
soit nécessaire d’imposer aucune condition aux coefficients dc/(p). 


696. Soit, en conséquence, 

(4^) /(p) = l 4- mp -h /ip 2 -h pp*-\- q p 4 . 

En portant les valeurs de R et de R { dans l’expression delà 
courbure, on trouvera 


Il suffira donc, pour avoir la solution de la question proposée, 
de faire 


c est-à-dire de prendre pour f(p) un polynôme du troisième degré 
seulement. Mais alors l’élément linéaire prendra la forme 

<«) — 

qui convient aux surfaces du second degré (n° 504). De plus, 
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l’équation différentielle 

_ife _ - ± 

v7 (F) v'ApiY 

qui, d’après les formules (34), définit les deux familles de courbes 
u = const., p'=const,, 

est précisément celle des lignes asymptotiques, c’est-à-dire des 
génératrices rectilignes de la surface. Ainsi : 

Toutes les fois que deux surfaces réglées sont applicables 
Vune sur Vautre sans que leurs génératrices coïncident, elles 
sont applicables sur une même surface du second degré de telle 
manière que leurs génératrices rectilignes correspondent res- 
pectivement aux deux systèmes de génératrices rectilignes de 
cette surface . 

On peut, il est vrai, adresser une objection à l’analyse précé- 
dente. En prenant A et B pour variables indépendantes, nous 
avons exclu le cas où l’une de ces fonctions se réduirait à une 
constante. Mais l’examen de ce cas spécial n’offre aucune diffi- 
culté et n’infirme en rien la proposition précédente. Si A, par 
exemple, se réduit à une constante, la forme (3i) de l’élément li- 
néaire est celle qui convient aux surfaces de révolution. Les deux 
surfaces réglées qui sont applicables l’une sur l’autre auront donc 
leur élément linéaire défini par l’une des formules ( 27 ). Nous 
laissons au lecteur le soin d’examiner en détail ce cas particulier 
qui le conduira seulement aux surfaces applicables sur les surfaces 
de révolution du second degré. 

697. Nous donnerons plus loin une démonstration nouvelle et 
plus simple de la proposition que nous venons d’établir et qui est 
due à M, O. Bonnet (<). Si nous avons rapporté la précédente, 
c’est qu’elle conduit à un résultat qui nous paraît mériter d’être 
signalé. Nous avons vu que, si l’on prend pour R et R< les valeurs (*) 


(*) On en trouvera deux démonstrations différentes dans le Mémoire sur les 
surfaces applicables de M. O. Bonnet ( Journal de l’École Polytechnique , 
XLII 8 Cahier, p. 44 et suiv.; 1867). 
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2{0 

les plus générales 
( 45 ) 



Ri = 


Api) ? 

pi 


/(p) étant le polynôme défini par Téqualion (4a), la courbure est 
une fonction de pp* donnée par l’équation (43). Si l’on prend les 
valeurs de u , v, u ', v 1 définies par les équations (34), l’clément 
linéaire de la surface pourra être ramené à l’une des formes 


ds~ — du 2 4 - g 2 dv 2 | 
ds*=du'* + g*di>' 2 ) 


où gt^ — ppt. 


D’après l’expression même de la courbure et la formule (43), la 
fonction g 2 , exprimée en a et v, devra satisfaire à l’équation 


( 46 ) 


4 à* g _ l _ 
g àuï ~ g 


et de même, considérée comme dépendante de u! et de v f , elle sa- 
tisfera à l’équation 


( 47 ) 


4 ^g l 


L’équation (46) } par exemple, s’intégre aisément et nous donne 
g* = V cos w / — q 4- Vi sin a/— q 4- V 2 , 

V, V u V 2 étant des fonctions de v assujetties à vérifier la relation 

v*4- Vf — V* = — - . 

On peut évidemment, en remplaçant e par une fonction de e, 
supprimer cette dernière condition, de sorte que l’on est conduit 
à considérer des surfaces dont l’élément linéaire est exprimé par 
la formule générale 

(48) ds* = du* 4- (V cosaa 4- V x si a au 4- V 2 ) dv- 9 

où a désigne une constante quelconque et V, V, , V 2 des fonctions 
arbitraires de v. 

Cetteforme de l’élément linéaire, que nous rencontrons pour la 
première fois, comprend comme cas particulier celle qui con- 
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vient aux surfaces réglées. Il suffit, pour le reconnaître, de déve- 
lopper suivant les puissances de u et de faire tendre a vers zéro, 
en supposant que les trois premiers coefficients (de w°, w, et u-) 
demeurent des fonctions finies et déterminées de p. 

Si l’on a, entre les fondions V, la relation 

V 2 4-V?- V 2 = o, 

on retrouve l’élément linéaire d’une surface à courbure constante; 
car on peut exprimer l’élément linéaire comme il suit 

ds* = du* ~r- (V 3 cos ~ -h V* sin dv, 

V 3 et V v désignant des fonctions de p. Ainsi, de même que les 
surfaces t'églécs peuvent se réduire aux surfaces développables, 
dont la courbure totale est nulle, les surfaces dont l’élément li- 
néaire est défini par la formule (48) comprennent comme cas par- 
ticulier celles dont la courbure totale est constante. 

L’analogie se complète encore par la proposition que nous ren- 
controns ici : parmi ces surfaces nouvelles, il y en a une qui admet 
en quelque sorte un double mode de génération, c’est-à-dire dont 
l’élément linéaire est réductible de deux manières différentes à la 
forme (48). C’est celle dont l’élément linéaire, exprimé en fonc- 
tion des variables p et p 4 , est défini par l’équation (44) où l’on 
supposera que /(p) désigne maintenant un polynôme du quatrième 
degré. 

11 y aurait sans doute intérêt à trouver, en termes finis, les 
équations d’une ou de plusieurs surfaces admettant l’élément li- 
néaire (4^); mais nous aurons à revenir sur cette question, pour 
la considérer à un tout autre point de vue, dans l’étude de la 
géométrie non euclidienne. 
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CHAPITRE III. 

LES FORMULES DE GAUSS. 

Étude du commencement du Mémoire de Gauss. — Introduction des détermi- 
nants D, D', D". — Expression de DD"— D ' 2 en fonction des coefficients qui 
entrent dans l’élément linéaire et de leurs dérivées. — Relations différentielles 
entre D, D', D" et les coefficients de l’élément linéaire. — Rapprochement 
avec les formules de M. Codazzi. — Équations différentielles des lignes asym- 
ptotiques, des lignes de courbure, équation aux rayons de courbure principaux 
écrites au moyen des quantités D, D', D", — Équations aux dérivées partielles 
du second ordre auxquelles satisfont les coordonnées rectangulaires d’un point 
de la surface, lorsqu’on connaît D, D', D". — Équation aux dérivées partielles 
qui détermine les surfaces admettant un élément linéaire donné. — Les carac- 
téristiques de cette équation sont les lignes asymptotiques de la surface. 


698. Après avoir indiqué les méthodes qui permettent de re- 
connaître si deux surfaces données sont applicables l’une sur 
l’autre, nous allons étudier une question non moins importante, 
et nous nous proposerons de déterminer toutes les surfaces ayant 
un élément linéaire donné ou applicables sur une surface donnée. 
Cette question, mise au concours en i85p par l’Académie des 
Sciences, a été l’objet de nombreux et importants travaux que 
nous avons déjà cités (<). Il est curieux toutefois de remarquer 
qu’une étude attentive du Mémoire de Gauss devait conduire 
presque immédiatement et sans effort à l’équation aux dérivées 
partielles du second ordre des surfaces applicables sur une surface 
donnée. Nous allons étudier avec les détails nécessaires la belle 


(’) Boun (E.), Théorie de la déformation des surfaces ( Journal de T École 
Polytechnique , XXXIX e Cahier, 1862). 

Bonnet (O.), Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une sur- 
face donnée ( Journal de l'École Polytechnique , XLI" et XLIR Cahier, i 865 ). 

Codazzi (D.), Mémoire relatif à l'application des surfaces les unes sur les 
autres , envoyé au Concours ouvert sur celte question , en iSfiq, par V Académie 
des Sciences , déjà cité et analysé [II, p. 369]. 
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méthode de Gauss; il nous suffira d’ajouter quelques relations 
nouvelles pour obtenir un ensemble tout à fait équivalent aux for- 
mules de M. Codazzi. 

Considérons la surface dont l’élément linéaire est défini par la 
relation 

/ r ) d$*~ E du 1 - 4- 2 F du + G dv-. 


A l’exemple de Lamé, désignons par le signe S une somme 
étendue à trois termes jouant le même rôle par rapport aux trois 
axes coordonnés. Si x, y : z sont les coordonnées rectangulaires 
du point (w, r) de la surface, nous aurons 


(2) 



S dx dx 
Ou Ov 



et ces trois équations définissent complètement les relations qui 
existent entre les coordonnées rectangulaires et les coordonnées 
curvilignes d’un point quelconque de la surface. 

Introduisons les cosinus directeurs de la normale en ce point. 
Si l’on pose, pour abréger, 

( 3) n^isiT- F*, 

on aura, en désignant par c, c\ c n ces cosinus, 

1 e)(r. z) , t <?(*,* ) „ 1 à(z\ y) 

(4) v 11 0{u<v)' ’ H à{u i v) v H à(u , v) 


et aussi 
t r >) 




= 0. 


Eu diflorenlianl successivement ces deux dernières relations, on 


trouve 


S de dx 
Ou du 

S ùg b? 
Ou Ov 


s 


ù* x 

0 5w* ’ 

d-x 

C -r r J 

Ou 0 r 


n àc ôx n ^ à*x , 

^ dv du ~~ U du dv ’ 

S de dx H d^x . 

di> àv ~~ Ô dv' 1 


Remplaçons dans les seconds membres c, c', c " par leurs valeurs 
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tirées des formules (4) fit posons, pour abréger, 


ô-x à- y d*z 

du ' 2 du 2 du ' 2 

du du du 

dx dy dz 

dv dv dv 



d-x d-y d-z~ 

du dv du dv du Ov 
dx dy dz 

du du du 

dx dy dz 

dv dv dv 


1 d*x d\y d 2 ; 

! dv- dv- dpi 

dx dy dz 

du Oit du 

dx dy dz 

dv dv dv 


Nous pourrons écrire 


de dx 

D 

Q de dx 

du du 

” H ? 

^ dv dv 

de dx __ | 

n de dx 

jy 

du dv ~~ 1 

U dv du 

“ ir 


Ces relations vont nous permettre de déterminer les dérivées 
premières de c , c', c ,f en fonction des dérivées premières de x,y, 
s et de D, D', D". 

Remarquons d’abord qu’en tenant compte de l’identité 


on peut poser 


de , de' de" 

C - h C - H- C — — ~ O, 

du du du 


de dx dx 

— ■ = m h- n - , 
du du dv 

de' dv dy 

= ni ~ — h n y - , 

Ou du dv 

de" dz à z 

-- = m-- -{- n- , 
du du dv 


m et n étant deux coefficients à déterminer. On pourra de meme, 
en introduisant deux inconnues nouvelles, écrire 


de .dx . dx 

~ m - — h n ~~ , 
dv du dv 

M_,ày dy 

“ — HI r U -r~ ? 

dv dx Ov 

de" , dz , dz 
— = ni’ ~ — h/i — 
Ov du Ov 


Si l’on substitue ces valeurs des dérivées de c, c ; , c u dans les 
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équations (7), on trouve les relations 




(10) 


| Il E - 4 - F — O, jj- - 4 - 7 >i F -4- n G = 0, 


D' 


m'E ~h n'F = o 3 


D" 


1 //», *-1 , i, — w, -g- *4- m'F -4- zi' G = o, 

qui feront connaître m, a , m r , n'. On obtient ainsi les valeurs 

FD — ED' 


(n) 


FD'— GD 

" l== ÏP ’ 
f FD" — GD' 


H 3 5 
FD' — ED" 


H 3 ~ H 3 

entre lesquelles existent les l'elations 

(12) 

(1 3 ) mn! — nm' = 


m r E -4- ( n 1 — m) F — n G = o, 
DD" — D ' 2 


H* 


dont nous aurons à faire usage. L’expression DD" — Déjoue un 
rôle très important. Gauss a montré qu’on peut l’exprimer exclu- 
sivement au moyen des dérivées de E, F, G. Il suffît pour cela de 
s’appuyer sur les identités suivantes. 


699. En différentiant les équations (2), on a évidemment 


04) 


S Ox 0 -x __ r dE 

Ou Ou ' 1 2 Ou ’ 

S Ox ô-x _ 1 dG 
Ov Ou Ov ~~ 2 du 9 


S dx d^x __ 1 ^E 
Ou du àv ~ 2 Ov' 

S dx d^x _ 1 dG 
àv dv* ~~ 2 Ov 


Différcntions par rapport à u la seconde des formules (2) et 
retranchons-cn la dérivée de la première par rapporta r; nous 
trouverons ainsi 

n dx d ’ 1 x _ t?F j c?E 
du 2 — du 2 àv 

On démontrera par un procédé analogue la relation 

n dx d*x _ âF là G 

— dv 2 du 


Enfin, si l’on différence l’équation (t5) par rapport à v et que 
l’on en retranche la dérivée par rapport à u de la troisième équa- 
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tion (i4), on obtiendra 
07) 

nous poserons, pour abréger, 

__ 0 *F _ _r tFE 
~~ du dv 2 dv ' 1 
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lé 2 # ù 2 x 

/ y 

)_ 1 

| du 1 dv ' 1 

(JP / 

— Ou ov 2 


a 5 


I 

a 


La multiplication des déterminants D, D" nous donnera 


DD" = 


s 

s 

s 


ù*x ù~x 
du ' 1 dv* 
à~x ùx 
du 2 du 
d 2 x âx 
du ' 1 dv 


ùx ù-x 
du dv 2 
ùx \ 2 
Ou ) 
ùx ùx 
Ou dv 


S ùx 
dv 


s 

S( 

S ùx ùx n / t).r \ 

(>p Ô\(H> / 


().r t)-.r 
(Jp- 

S é.r* <).r 

5^ ép 

t).r \ s 


ou, en tenant compte des formules (•>.), ( 1 4 )? (g*)), 


(19) 


DD" = 


S (J 2 # 0 2 x 
à u 2 cJp 2 

1 ^5 

•i 

<?F _ 1 dE 
du 2 dv 


ÙE 

dv 


1 d G 
a (Jw 


£ é(i i 
a (Je I 


F 


Par un calcul analogue, on trouvera 

n / ù~x y r ùE 
\ 5 \du dv ) a dv 

(20) D ,2 = l -~ E 

v ' 2 dv 

I ** F 


i i G 

a du 
F 


et, par conséquent, si l’on remarque que, dans les deux détermi- 
nants, les deux termes — et jsj onL l° même multi- 

plicateur, et si l’on tient compte des formules (17 ), (18), on 
obtiendra la formule définitive 


(21) 


DD"-D ,2 = 



T 

OF 

_ £ ÙGr 

1 éG 



Ju 

dv 

2 du 

a Jp 



i <?E 


I? 

F 



a éw 



— 

ùF 

1 c?E 





— 



F 

G 


ou 

a dv 






1 ÙE 
a dv 


1 (JG 
a Ou 


1 «JB 
à cJe 
1 (JG 
a <Jm 
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Ainsi se trouve établi le résultat important que nous avions 
annoncé; le second membre ne contient absolument que les 
coefficients qui figurent dans l’élément linéaire et leurs dérivées. 


700. Les relations précédentes constituent tout ce que l’on 
doit à Gauss dans cette partie de la théorie. Celles que nous allons 
ajouter et qui s’en déduisent immédiatement tiennent lieu des 
formules de M. Codazzi. 

Dififércntions la première des équations (8) par rapport à p, la 
première des équations (9) par rapport à u et égalons les deux 

valeurs de que l’on obtient de cette manière. Nous aurons 


(22) 


( m — /*' ) 


d*x 
Ou dp 


ù~r 
' dp * 


, ù*x 

Ou* 


àx /0m àtri \ ùx / ôn dn'\ 

Ou \ Ou du J dp \dp Ou J ~~ °* 


Cette équation est encore vérifiée quand on y remplace x par y 
et pars. Ajoutons les trois équations ainsi obtenues après les avoir 

multipliées respectivement d’abord par ensuite par—, 

~(iï ' 3 UÜUS u urons j en tenant compte des formules (2), (i4), 
(10) et (16), 


(23) 


m - ri dE / OF 1 dG \ rri dE 

2 dp \ dp 2 du J 2 du 



m — ri dG n dG __ _ 1 !? 5 \ 

2 Ou 2 dp \ Ou 2 dp/ 


-4- F 


/ dm 

\ dë 





— O. 


Si l’on rapproche ces deux formules des équations (12) et (i3) 
et si l’on remarque que DD f/ — D /2 dépend seulement des coeffi- 
cients de l’élément linéaire et de leurs dérivées, on aura constitué 
un système de quatre équations qui serviront à déterminer les 
inconnues ni, /?, ni ! , n! quand l’élément linéaire sera seul connu. 

Ce système peut être remplacé par le suivant. Substituons aux 
quantités m, /?, n 1 leurs expressions en fonction de D, D', D" 
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données par les formules (i i). Après un calcul facile, qui peu 
même être beaucoup abrégé sil’on lient compte des relations (10) 
on obtient, à la place des deux équations (a 3 ), les suivantes : 


H,/'®.' + g 

v du dv J \ 2 dv 


à_E 

dv 


,dF 

àv 


2 du ) 


(^ 4 ) \ 


H2 


/dD r _ àjy 

\ dv du 


( 25 ) \ 


\ dv du 


, D »(i E f _ E £ 

. 2 PP PM 


<)E\ 

PM / 

t)E 


-F ) = o, 
2 . 


**(-*£■ 


<>F J-dGN 
, (- - F — 

PP 2 dp / 


dp dp 


-D" ( 


i 


, t)G 


,dF 


• „dE 


6 ÏÏ+E^-F^-:p^)ro. 

2 du du Ou 2 dp . 


Ces deux équations aux dérivées partielles, jointes à la rela- 
tion (21), serviront à la détermination de D, D', D" quand on 
connaîtra les coefficients E, F, G de l’élément linéaire. 

Si nous nous reportons au n° 503 [H, p. 378], nous recon- 
naîtrons aisément que le système précédent, formé par les équa- 
tions (21), (24) et ( 25 ), est tout à fait l'équivalent des formules 
données par M. Godazzi. 11 résulte, en effet, des formules (44) 
[II, p. 379] que les rotations du trièdre (T) peuvent s’exprimer 
linéairement en fonction des trois déterminants D, D', D". Une 
transformation très simple rattache donc le système précédent 
à celui que nous avons développé dans les premiers Chapitres du 
Livre V. 


701 . La remarque précédente permet de prévoir que l’on pourra 
obtenir tous les éléments relatifs à la courbure en introduisant 
seulement les quantités D, D', D ;/ . Cherchons d’abord les lignes 
asymptotiques. L’identité 

de dx -H de' dy -f- dd r dz ~ — - cd~x — d d* y — d f ’ d* z 

nous donnera, à Laide des formules (8) et (9), 

(26) = - ±(Dduï-T-iV'dudv-+- 
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et, par conséquent, l’équation cherchée sera 
(27) D aD' du do -+- D" do* = 0. 

Considérons maintenant les lignes de courbure et employons 
les équations d’Olinde Rodrigues 

dx - R de o, dy -4 R d& = 0, <&?" = 0. 

Si on les ajoute, après les avoir multipliées successivement par 

dx à y ôz dx ôy Oz , . , 

— — > 7- et par — , -7- > on obtient le système suivant : 

du ou ou 1 do do do J 

( K du F dv -- |(D du h- D ’dv) = o, 

( '>- 8) j R 

( F -4 G rfp — || ( D' -h D" dv) = 0. 

L’élimination de nous conduit à l’équation aux rayons de 
courbure principaux, 

(29) (DD* — D'*)R*- RII ( GD - 2FD' -h ED"; -u = o. 

Cette équation contient le théorème de Gauss; car on en dé- 
duit, pour la courbure totale, l’expression 

0 1 DD" — D' 2 

i3o) R IV ~ H* ’ 

qui ne dépend, nous l’avons vu, que de l’élément linéaire. 

Si l’on élimine R entre les équations ( 28 ), on obtiendra l’équa- 
tion différentielle des lignes de courbure sous la forme 

(3 () (FD — ED') du ' 1 h ’ (GD — ED") du do 4- ( GD'- FD") dv* = 0. 

Enfin la représentation sphérique de la surface sera donnée 
par la formule 

d^ ” dc*+dd*-\-d<f* 

= ^(Drfa+ D' dv)- - ~ (Drfm-D'«fr)(D'«fa-i-D'A) 

+ — ( D ' du ■+■ D" dv)*. 

702. Il nous reste maintenant à indiquer comment on résoudra 
la question suivante : Étant données les valeurs de D, D', D" en 
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fonction de u et de v , déterminer ia surface, c’est-à-dire trouver 
les valeurs de #, r, La solution se présente ici sous une forme 
moins simple et moins symétrique que lorsqu’on emploie les for- 
mules de M. Codazzi. Cependant, on trouve encore dans le Mé- 
moire de Gauss un système de formules qui peut conduire au 
résultat que nous avons en vue. 

Il est aisé de reconnaître que les équations déjà obtenues per- 
mettent, lorsqu’on connaît D, D', D /; , d’exprimer les dérivées 
secondes de x, j', z en fonction des dérivées premières. Si l’on 
reprend, en effet, l’expression de c, on aura évidemment 

H 2 C *--= (& - - & —Y 

\ du dv dv du J 

^l( d zY^{ d -±Y-]l( d i.Y^[ à _îŸ'\ _f à Ji à y , ?± à j.Y- 

L\<W \àuj ’ \àv J J dv ~ I ~ Ou dv J 

- [-- (£)![»-(£)■]-['-£ £]■• 
c’est-à-dire 


( 33 ) c- — i — A#, 

Ix désignant l’invariant du premier ordre de x. En portant cette 
valeur de c dans les deux premières équations des systèmes (8) 
et (9), on aura deux équations qui contiendront les dérivées se- 
condes de x . On les adjoindra à la relation (22) pour tirer de ces 
trois équations les trois dérivées secondes dex. Au reste, on peut 
obtenir le même résultat d’une manière plus élégante. 

Remarquons, en effet, qu’on peut toujours trouver trois quan- 
tités A, B, C permettant d’écrire les relations 


(34) 


à*y 


= Àc'-rB — - H- G 


du 2 
à- z ... 

-r— ^ = AC - 

du 2 


‘ dv' 


du 


■ B ? + C T> 
du dv 


car ces équations, considérées comme devant déterminer A, B, C, 
ont leur déterminant différent de zéro. 

Si on les ajoute, après les avoir multipliées respectivement par 

c, c', c ", pms par et enfin par—, à £, d £, on obtiendra 
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A = 
iàE_ 
2 du ~ 


D 
H ’ 

BE ~ GF, 


dF i <9E 

du 2 dv 


= BF h- CG, 


d’où l’on pourra tirer les valeurs de A, B, C. En les portant dans 
la première des équations (34), on aura 


du 2 \ 2 du du 2 dv j du 

+ / e ~ - - 25 _ ? Ô J^\ 

\ du 2 dv 2 du j dv 


Par des calculs analogues, on obtiendra deux autres équations 
qui permettront de constituer le système suivant : 


H*Çf = DHc 
du 2 


tti, à-x r àk 

H 2 = D Hc -i- - 
du dv a dv 


dx\ 
du /’ 


()2 y * 

H 2 ^ = D"H c -h 
dv 2 


2 du \ du dv J \du 2 dv J \ dv 

\ du dv J 2 du \ dv du j 

V G — — F— W-— A--*’-') 

J \ du dv J 2 dv V dv du ) 


r dG \\ 
2 du . 


Si l’on remplace c par sa valeur tirée de l’équation (33), les 
formules précédentes ne contiendront plus que les dérivées de x. 
On obtiendrait des relations analogues en remplaçant x et c par 
y et c r ou par 3*et c". 


703. Nous ne nous arrêterons pas à la discussion complète du 
système précédent, qui est entièrement dû à Gauss. Il serait aisé 
de prouver que les équations (36) admettent une intégrale conte- 
nant trois constantes arbitraires; mais nous répéterions, sous une 
forme différente, une discussion déjà faite au Livre T. Nous re- 
marquerons, seulement, que le système précédent aurait pu con- 
duire immédiatement à l’équation du second ordre qui définit les 
surfaces admettant l’élément linéaire donné. 

Nous pouvons, en effet, déduire des formules (36) les valeurs 
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de D, D', D" et calculer DD" — D /2 , ce qui donne 


(DD"-D'2)c 2 H2 



En remplaçant e 2 par sa valeur i — A#, tirée de l’équation ( 33 ), 
et DD" — D /2 par son expression déduite de la formule (21), on 
aura une équation ne contenant plus que les dérivées de x et les 
coefficients de l'élément linéaire. C’est l’équation aux dérivées 
partielles du second ordre dont V intégration donnerait la 
solution complète du problème proposé . Nous l’obtiendrons par 
bien d’autres méthodes plus précises. Mentionnons, dès à présent, 
une propriété qui ressort assez simplement des raisonnements 
précédents. 

Si l’on appelle selon l’usage r, s , t les dérivées secondes de x , 
l’équation différentielle des caractéristiques de l’équation précé- 
dente, écrite sous la forme s, t) = 0, sera 

d$ 7 . (J<ï> 7 . £?$> _ n 

— dv 2 du dv -i — - du- = 0 . 

Or Os ôt 

Les formules ( 36 ) nous montrent immédiatement que cette 
équation peut s’écrire 

t 38 ) D du? -r- 2 D ' du dv -h D" dv* = o. 

Donc les caractéristiques de V équation aux dérivées par- 
tielles (37) sont les lignes asymptotiques de la surface . 
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CHAPITRE IV. 


ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DES SURFACES APPLICABLES 
SUR UNE SURFACE DONNÉE. 


Méthode directe permettant d’obtenir immédiatement l’équation aux dérivées 
partielles dont dépend la recherche des surfaces applicables sur une surface 
donnée. — Remarque de Bour sur une intégrale première de cette équation 
— Autres méthodes conduisant à la môme équation. — Emploi des paramètres 
différentiels de M. Beltrami. — Développement de l’équation lorsqu’on choisit 
différents systèmes de coordonnées. Coordonnées symétriques. — Courbes pa- 
rallèles et leurs trajectoires orthogonales. — Cas où la surface est définie par 
son équation en coordonnées rectilignes 


704 . Nous allons indiquer maintenant différentes méthodes qui 
permettent de former Féquation aux dérivées partielles des sur- 
faces applicables sur une surface donnée. Une des plus directes 
est celle que nous avons donnée en 1872 dans notre Mémoire sur 
une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques . 

Le problème posé peut s’énoncer comme il suit : E, F, G étant 
des fonctions données de u et de v, trouver toutes les fonctions 
x,y, z de u et de v qui satisfont identiquement à V équation 

(1) dx 2 -h dy 2 -+- dz- — E du 2 H- 2 F du dv H- G dv-, 

où du et dv peuvent être pris arbitrairement. 

Écrivons l’égalité précédente sous la forme 

( 2 ) dx~ -+■ dy* — E du 2 -r- zF du dv -h G dv 2 — dz~. 

Le premier membre représente le carré de l’élément linéaire du 
plan et, par conséquent, la surface dont l’élément linéaire a pour 
carré 

E a F du dv -h G dv~— ( ~ du -h ^ r/tA 

\du dv J 

devra avoir sa courbure nulle. En écrivant cette condition, on 
obtiendra une équation aux dérivées partielles pour z. Nous allons 
former cette équation, et nous verrons qu’elle est du second ordre. 

Désignons, pour abréger, par /?, y, r, s, t les dérivées pre- 
mières et secondes de z par rapport à u et à v , et, pour exprimer 
que la courbure est nulle, servons-nous de la formule (21) du 
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Chapilre précédent, où nous remplacerons E, F, G respectivement 
par E — p 2 , F — pq : G — q 2 . Nous aurons l’équation 


d 2 E d-G t . 
' 2 dp 2 2 du* 1 4 

ÔF dG 

2 - 2 pt 

dp du 


iqt 

dp 2 


- , , . , — dF dE . 

• + 4 **— irt ^-o-pr 

-2J0? E — p- ~P — pq 

t V—pq G — q* 


~°-P s 7 Î 77 2 $ s 


= r--, P s e -p* 

i *~P 9 


F — pq 


Par quelques additions de colonnes, on donnei'a à cette équa- 
tion la forme plus élégante 


I 

2 r 

P 


q 


i 

% s 

P 

q 

2 t 

4L 4s 2 

dF 

2 dp 

dG 

du 

dG 

dp 


2 S 

4 s 2 

dE 

dp 

dG 

du 

P 

dE 

Ou 

E 


F 

= 

P 

dE 

dp 

E 

F 

q 

dF dE 

Ou dp 

F 


G 


q 

dG 

du 

F 

G 


où L est la quantité définie par l’équation (18) du Chapitre pré- 
cédent. Le développement des deux déterminants n’offre aucune 
difficulté et nous conduit à l’équation cherchée 
! -4CEG-F2 )(rt-s*-) 


r àF 

r àG 

„ dG’ 

1 

r dG 

_ dG 

G dü” 

_G— 

du 

-_ F 

dp 

y^iqj' 

l e * 

+ F d^ 

dG 

n dE"] 

, r 

■ dE 

„ dGl 


du 

°*J 


F 

dp 

E i] 


dE 

„ dE 

_ dFl 

r 

' „ dF 

dE 

du + 

F- 

dp 

2F du\ 

-4- 2 q t J 

2 E -r— 

du 

- E *r 


-t- (E — JD 2 ) £ 

+ [F -/>*][■ 

+ [G- ? s]f 


dE dG _ dF dG 
dp dp du dp 
dE dG __ dE dG _ 
du dp dp du 


fd Gy 

'"U*/ . 

dE dF 


r ^ 2 1 1 dE /dE\n 

G - ?S] L^^~ 2 ^dïï + (d?J J 

[EG— F 2 — Gp i — Eqt+nFpq] 


d 2 F _ d^E _ dMÎ] _ 
dudv dp 2 du? J — °* 
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Il nous reste maintenant à examiner si toute solution de cette 
équation fournira une solution du problème, c’est-à-dire fera con- 
naître une surface admettant l’élément linéaire donné. 

Il semble au premier abord que la réponse doive être absolument 
affirmative. Nous avons exprimé, en effet, que la surface dont l’élé- 
ment linéaire a pour expression 

(5 ) ds 2 = E du 2 H- 2 F du dv -h G dv% — dz 2 

a sa courbure nulle. Or nous avons vu que, dans ce cas, on peut 
ramener l’élément linéaire à la forme 

dy 2 

et, par conséquent, constituer une solution du problème proposé. 
Mais la méthode suivie au n° 684 suppose essentiellement que 
F élément linéaire (5) n’est pas un carré parfait; et, d’autre part, 
il est aisé de reconnaître que l’invariant de Gauss s’annule quand 
cet élément linéaire devient un carré parfait, c’est-à-dire lors- 
qu’on a 

(E p*)(G q~) (F pq)ï=. o. 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

IJ équation différentielle du second ordre (3) admet toutes 
les intégrales de V équation du premier ordre 

( 6 ) 

dont dépend le problème des lignes géodésiques . Mais toute 
intégrale de V équation (3) qui ne satisfait pas à V équation 
précédente donne une solution du problème , c'est-à-dire une 
surface admettant V élément linéaire donné . 

Bour avait déjà remarqué (*), sans donner la raison de ce fait, 
que les solutions de l’équation (6) appartiennent à l’équation (3). 
D’autre part, M. Weingarten, qui, dans un travail très récent ( 2 ), 
a repris la méthode précédente, a remarqué qu’alors même que E, 
F, G et z seraient réels, la surface correspondante peut bien être 


(’) Journal de V École P oly technique , XXXIX* Cahier, p. i 5 . 

( 5 ) Weingarten (J.), Ueber die Théorie der aufeinander abwickelbaren 
Oberjlachen. Berlin; 1884. 
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imaginaire. En effet, la solution z peut être telle que le second 
membre de la formule (5) soit décomposable en deux facteurs 
linéaires réels. Alors, si l’on ne veut employer que des fonctions 
réelles, il sera réductible seulement à la forme 

dx 2 — dy 2 . 

Mais cette remarque n’a évidemment d’intérêt que si l’on se 
préoccupe de la distinction entre les quantités réelles et imagi- 
naires, distinction qui est secondaire dans une telle question. 

Dans le travail déjà cité, j’ai remarqué que la même méthode 
permettrait de former l’équation dont dépend la distance du point 
de la surface à un point fixe de l’espace. En effet, si l’on emploie 
des coordonnées polaires, l’équation à résoudre sera 

dr 2 -r- r' 2 sin 2 0 cftp 2 - +- r' 1 cfô 2 = E du ; 2 -h 2 F du dv -f- G dv 2 


ou encore 


E du- 2 F du dv -+■ G dv 2 

— 


dr 2 
r 2 


= sin 2 0 dcp 2 -i_ dü 2 . 


En exprimant que le premier membre est le carré de l’élément 
linéaire d’une surface de courbure totale égale à 1 , on obtiendra 
une équation du second ordre à laquelle satisfera r. Nous la for- 
merons plus loin. 


705. Nous allons maintenant faire connaître d’autres méthodes 
qui conduiraient également à l’équation (4). Imaginons, par 
exemple, que l’on rapporte la surface à un trièdre (T) et reprenons 
le système de formules employé au Livre V (Tableau I, p. 382 ). 

Si nous désignons par x, y, z les coordonnées par rapport au 
trièdre (T) d’un point fixe À de l’espace, les projections du dé- 
placement de ce point données par les formules (B) devront être 
toutes nulles. On aura donc 
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Ou sait que ç, tj, r n , et dépendent exclusivement de 
l’élément linéaire, tandis que />, ^ varient lorsque la sur- 

face se déforme d’une manière quelconque. Posons 

(ü) ^ 2 -4-jK 2 H-- 2 = ap; 

p désignera la moitié du carré de la distance du point fixe A au 
point considéré M de la surface. Nous allons former l’équation aux 
dérivées partielles à laquelle satisfait p. Pour cela nous ajouterons 
les équations de chacun des groupes (7) et (8) après les avoirmul- 
tipliées respectivement par z, ce qui donnera les deux équa- 
tions 

x V àù y dp 

(10) =0, Çltf* -r -T- J- = o. 


Au moyen des formules (9) et (10) nous pourrons exprimer x , 
y, s en fonction des dérivées de p et des coefficients de l’élément 
linéaire. Si maintenant nous lirons des équations (7) et (8) les va- 
leurs de /?, <7, /;< , ÿi, nous aurons 


(") 





ùx ^ 
ry ~dli~- 


Oy 

= 4-^ 


ces valeurs, substituées dans la formule 
c)r Or 1 

nous donneront la relation 


(12) 


| \ àv du 


(ry ■ 


ùy 

Ou 

ùx 

du 


1-4 


Il suffira de remplacer z par leurs valeurs tirées des équa- 
tions (9) et (10); on obtiendra ainsi une équation qui contiendra 
seulement p et ses dérivées des deux premiers ordres combinées 
avec 5 , v), 7 ) 1? r, r 4 et leurs dérivées, quantités qui, comme nous 

l’avons déjà remarqué, dépendent exclusivement des coefficients 
de l’élément linéaire donné. Si l’on introduit successivement les 
hypothèses qui correspondent aux différents systèmes de formules 
D. — III. t 17 
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que nous avons développées au Livre V [II, p. 384, 385, 387 ], on 
aura, dans chaque cas, l’équation aux dérivées partielles dont dé- 
pend la variable p. 

706. On peut employer une méthode analogue pour former 
l’équation à laquelle satisfait, non plus p, mais une des coordon- 
nées rectangulaires du point de la surface cherchée rapportée à 
des axes fixes. 

Si a,b,c\ a /, b f , ... désignent les cosinus directeurs qui dé- 
terminent la position du trièdre(T) invariablement lié à la surface, 
et si x, y, s sont maintenant les coordonnées du point de la sur- 
face, c’est-à-dire du sommet du trièdre, par rapport à des axes 
fixes, on a, comme l’on sait (n° 503), 

(i3) ^=aï t +éii„ 

de sorte que a , b peuvent s’exprimer en fonction des dérivées de 
Écrivons les équations 



/ da 

0 

1 

-S 

II 


i 

' da 






i 

| àv 

— 

br t — ccjt 

04) 

'] àb 



05) < 

i 

| àb 




\ du 

— cp — ar] 


( 



cpi-~ ar\ 

Nous 

en déduisons 








t 

àb 



db 




1 cp — ar 

du 

cpi — ar 

’i *+■ 

àï> 

> 

( 16 ) 


1 

<3 

II 

SM 

O 

da 

cqi = br 


da 




du 7 

1 — 

dv 

? 


et si nous portons ces expressions de p , q , p u q K dans l’équation 

t s àr dr t 

('7) T v --àü =zpqi ~ qPl ' 

il viendra 



11 suffit de remplacer a et b par leurs valeurs tirées des relations (i3) 
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pour obtenir l’équation du second ordre à laquelle satisfait#, et 
l’on voit de plus que toute intégrale de l’équation (i 8), pour la- 
quelle on n’aura pas 

C* = I— O*— ô a =o, 

permettra de déterminer a, b,p, q^p K ^ q K et par conséquent don- 
nera une solution bien déterminée du problème proposé. 

707. Enfin j’indiquerai une dernière méthode fondée sur la con- 
sidération des paramètres différentiels. 

Conservons les notations du n° 679; nous avons vu que, si 
l’on pose 

2 p = Z 2 , 

les premiers invariants de p ont les expressions suivantes 



11 résulte d’ailleurs de la définition de P, Q, Q' que l’on a 
(20) *2 p = P 2 h- Q 2 -H Q ,a - 

Ces diverses équations vont nous permettre d’établir une rela- 
tion entre REV et les invariants différentiels de p. On en déduit, 
en effet, 

Q2_^Q'2 

A (p, P)[Aap — a] ss — P AP P 
ou, en tenant compte de l’équation (20), 

A ( P ? P ) [ A* p 2 ]= — P AP — P * 

Si l’on remplace P par sa valeur tirée de la première équation (19), 
ce qui donne 

i(p, ) [ A 2 p — a ] = - v'â ? - à? ï W 2 P - - Âp ) - v'a P - Ap 

et si l’on développe les calculs, on est conduit à la relation cher- 



ti6o 

chée 
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(ai) 4Ap(A 2 p-i)-AA ? — 2 A 2 pA(p, Ap)-r-4Ap^gj^- ? - = o. 

11 suffira maintenant de remplacer RR' par sa valeur en fonction 
des coefficients de l’élément linéaire pour obtenir l’équation du 
second ordre à laquelle satisfait p. 

Nous rencontrons ici un fait curieux et qui avait été déjà 
annoncé. Lorsqu’on fait des applications de l’équation ( 21 ), lors- 
qu’on la calcule dans des cas particuliers, on trouve qu’elle con- 
tient toujours en facteur dp. En d’autres termes, le quotient 

, AA p — 2 A* p A(p, Ap) 

( 22 ) <*(?) = 4~Âp 

est toujours entier. C'est une fonction homogène et du second 
degré par rapport aux dérivées premières et secondes de p. Pour 
avoir l’équation aux dérivées partielles débarrassée de tout facteur 
étranger, il faut donc introduire ce nouvel invariant, et elle prend 
alors la forme simple 

, rt . , . 2 p — Ap 

(•23) A 2 p — iH-g(p)-H ■’ = O. 

Il est aisé maintenant d’en déduire l’équation à laquelle satis- 
fait une fonction linéaire quelconque des coordonnées x, y, z . 

En effet, l’équation précédente admet la solution 

_ (x — — &) 2 -4- (z — c) 2 


et cela, quelles que soient les constantes a, 6, c. Si nous prenons 
les ternies de degré supérieur en a, è, c, qui sont du second degré, 
leur ensemble sera donc égal à zéro. Posons, pour abréger, 

( *>4 ) cp = ax -T- by 4- cz ; 


nous aurons ainsi 


cr(c?)- 


a--h b--r- c 2 — A(cp) 
RR 7 “ 


Telle est l’équation à laquelle satisfera o. 
Si l’on fait 
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y deviendra égal à x , et il restera l’équation 

(9,5) + — ^- = 0- 

Mais, si l’on suppose que cp soit une de ces fonctions pour les- 
quelles on a 

a 1 -h b~ h- c-~ o, 
si, par exemple, on prend 

il viendra l’équation 

ÀCD 

W == û, 


qui est homogène et plus simple que la précédente.' Nous allons 
maintenant développer ces équations en employant differents 
sj’stèmes de coordonnées. 


708. Dans le cas des coordonnées symétriques, on a 
ds l ~ 4 1 - du de ; 


l’équation ( 4 ) devient ici 



t logX 

Ou 



glgfjjA .» 

à» ) 


4 (k*—pq) 


0 % lof?X 
du de 


Elle coïncide, aux notations près, avec celle qui a été donnée 
par Bour (* ). 

Si l’on garde seulement, dans l’équalion précédente, les termes 
du second degré, on obtient la suivante 




<)logX\ 

de ) 


**h-4 pq 


d * log X 
du de 


= o, 


qui n’est autre que l’équation ( 26 ), écrite en coordonnées symé- 
triques, et qui a été donnée par M. Bonnet ( 2 ). 

Si l’on suppose que l’une des familles coordonnées soit formée 
de géodésiques, il faudra prendre 

ds^ du*-*r&d9\ 


(‘) Journal de V École Polytechnique, XXXIX e Cahier, p. i5. 
( 3 ) Journal de V École Polytechnique , XLII° Cahier, p 3. 
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et réquation (4) nous donnera 






Nous ne multiplierons pas les exemples; mais nous indique- 
rons encore la forme que prend l’équation au cas où l’on veut 
trouver les surfaces applicables sur une surface qui est simple- 
ment définie par son équation en coordonnées rectangulaires, 

- =/(*, y)- 

En désignant par les lettres q, ... les dérivées de on aura 
ici 

E = i~r-/? 2 , F —pq, G = i-f- q-, 
et l’équation cherchée sera 

(3o) ( (^-^)(P 2 -Q 2 -Dh-<S2-RT)(i +/>*-+-£*) 

i -+-(rT-{-/R — 2$S)(P/> -h Qg ) = 0, 

les lettres majuscules désignant les dérivées de la fonction in- 
connue Z. L’équation admet la solution 

Z = js; 


ce qui était évident a priori. 
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CHAPITRE V. 


ÉTUDE DE L’ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DONT DÉPEND 
LE PROBLÈME DE LA DÉFORMATION. 


Notions préliminaires sur les équations du second ordre qui sont linéaires par 
rapport à s, t, i't — s 3 . — Problème de Cauchy. — Définition précise des ca- 
ractéristiques. — Théorie géométrique de l’intégration, reposant sur les pro- 
priétés des caractéristiques. — Application à quelques exemples simples. — 
Étude particulière de l’équation dont dépend le problème de la déformation. 

— On peut énoncer ici le problème de Cauchy sous la forme suivante : Déformer 
la surface de telle manière qu’une courbe tracée sur elle prenne une forme 
donnée à l’avance. — Propriété remarquable des asymptotiques. — Problèmes 
divers. — Déformer une surface de telle manière qu’elle puisse s’inscrire dans 
une développable donnée, suivant une courbe donnée. — Nouvelles manières de 
poser le problème de la déformation. — Équations simultanées auxquelles 
doivent satisfaire les paramètres des deux familles d’asymptotiques. — Démon- 
stration de diverses propositions sur les asymptotiques et les surfaces gauches. 

— Équations simultanées auxquelles satisfont les coordonnées curvilignes, con- 
sidérées comme fonctions des paramètres des deux familles d’asymptotiques. 

— Application à un cas particulier. 


709. Nous avons déjà indiqué que les caractéristiques de l’é- 
quation aux dérivées partielles dont dépend le problème de la 
déformation sont les lignes asymptotiques de la surface cherchée. 
Avant de donner une démonstration nouvelle de ce résultat et 
d’en faire ressortir la signification et les conséquences, nous en- 
trerons dans quelques considérations générales sur les courbes 
auxquelles on a donné le nom de caractéristiques . Cette étude 
préliminaire nous paraît d’autant plus nécessaire que Monge, il 
faut bien le reconnaître, n’a jamais donné une théorie satisfaisante 
de ses méthodes d’intégration. 

Bornons-nous, pour plus de netteté, à une équation de Ja forme 
(i) À(/’£ — $% ) B r 2 G 5 -f- B A t -h D = o, 

où À, B, C, D, B' sont des fonctions quelconqües de x , r, 5 , /?, q y 
et considérons comme les coordonnées d’un point de l’es- 
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pace. Pour trouver toutes les solutions possibles de l’équation 
proposée, il est clair que l’on peut se contenter de chercher toutes 
les surfaces, satisfaisant à l’équation (i), assujetties à la condition 
de passer par une courbe donnée et d’admettre en chaque point 
de cette courbe un plan tangent déterminé. 

Si l’on se déplace le long de cette courbe, x , y, z , ju, q sont 
des fonctions connues d’un paramètre variable et la différentiation 
nous donne les relations 

(2) clz — p dx q dy\ 

j dp — 7’ dx -t- s dy , 

( dq = s dx -r t dy. 

Les deux équations (3) ne nous permettent pas de déterminer 
les valeurs des trois dérivées r, s, t au point considéré de la 
courbe; mais, si l’on en tire r et t en fonction de s pour les porter 
dans l’équation ( 1 ), celle-ci prend la forme 

(4^ M s — L = 0 , 

où l’on a 

{ M — A (dp dx — dq dy) -t - B dy 2 -h B' dx-— iCdx dy, 

( 5 j s 

( L = kdp dq — B dp dy B' dq dx -h D dx dy. 

Par conséquent, si M n’est pas nul, l’équation (4) détermine s 
et les équations (3) font ensuite connaître r et t. 

Le même raisonnement, appliqué aux dérivées d’ordre supé- 
rieur, nous montre que les valeurs de toutes ces dérivées peuvent 
toujours être déterminées en chaque point de la courbe. On voit 
donc que, si l’on suppose la fonction z développée par la série de 
Taylor, on aura tous les coefficients de ce développement, pour\u 
toutefois que les valeurs initiales x 0 , y 0 de x et de y se rapportent 
à un point de la courbe (G). Cauchy a considéré ce développe- 
ment, et il a montré que, sous certaines conditions de continuité 
qu’il est inutile d’énoncer ici, il sera convergent et définira une 
intégrale de l’équation proposée, intégrale qui satisfera aux con- 
ditions énoncées. C’est dans ce sens que nous dirons que la con- 
dition de passer par une courbe donnée et d’être inscrite suivant 
cette courbe à une* développable donnée définit une intégrale de 
l’équation aux dérivées partielles. 
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710. Mais les raisonnements qui précèdent supposent essentiel- 
lement que l’équation (4) fournit pour s une valeur qui n’est ni 
infinie ni indéterminée. 

Écartons la considération de ce qui arrive en des points isolés. 
Si M est nul en tous les points de la courbe sans que L le soit, le 
problème proposé sera évidemment impossible, au moins si l’on se 
borne aux surfaces qui n’ont pas la courbe (C) pour ligne singu- 
lière. Au contraire, si M et L sont nuis, l’un et l’autre, en chaque 
point de la courbe (C), il est impossible de déterminer s et l’on 
reconnaît de meme, en passant aux dérivées d’ordre supérieur, 
que, dans chacun des ordres considérés successivement, une 
des dérivées peut être prise arbitrairement. 

Nous donnerons le nom de caractéristique à V assemblage 
formé par une courbe et la : développable qui la contient, toutes 
tes fois que les fonctions d 9 une seule variable qui déterminent 
cet assemblage satisfont aux deux conditions 


(6) M = o, L ~ o. 

Sur toute intégrale il y a une infinité de caractéristiques. En 
effet, si l’on se déplace sur une intégrale, on aura toujours l’équa- 
tion (f\) comme conséquence des équations (i), ( 2 ), (3), et, si l’on 
choisit pour les déplacements les directions qui satisfont à l’unique 
condition M = o, l’équation ( 4 ) donnera également L = o. 

Comme l’équation M = o est du second degré en — , il y a, en 

général, deux familles distinctes de caractéristiques. On peut du 
reste séparer nettement ccs deux familles et obtenir leurs équa- 
tions sous une forme simple en opérant de la manière suivante; 
\ désignant une arbitraire quelconque, on a 

0 = AL -4- XM « (A dp h- B' dx ^ X dy)( A ^-hB^y + X dx) 

— f X 2 -4- 9. G X h- BB' — AD ) dx dy. 

Si donc on prend successivement pour \ les deux racines )** et 
de l’équation 

(7) X*-~ 2 CX -+- BB'— AD = o, 


on sera conduit aux deux équations 

( A dp h- B' dx h- Xi dy)( A dq -f- B dy -- X 4 dx) = 0. 
( A dp -4- IV dx X 2 dy){ A dq H- B dy H- X 2 dx) — o, 
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qui se décomposent elles-mêmes en d’autres plus simples. En 
associant convenablement les facteurs obtenus et en ajoutant l’é- 
quation évidente 

dz—p dx -h q dy, 

on sera conduit aux deux systèmes suivants 

/ dz — p dx — q dy = o, 

( 8 ) ) A dp -f- B' dx -j- Xi dy — o, 

| A dq -r- B dy -r- dx = o; 
t dz — p dx — q dy — o, 

(9) < A dp -r- B' dx -4- dy = o, 

( A ^ H- B — X ! dx = o, 

qui définissent les deux familles de caractéristiques. On voit que 
ces deux familles seront distinctes tant que les deux racines \ et 
seront inégales. 

711 . En résumé, le problème qui consiste à déterminer une in- 
tégrale de l’équation (i) tangente suivant une courbe donnée (C) 
à une développable donnée (A ) est, en général, pleinement déter- 
miné et admet une solution unique à moins que l’assemblage 
formé par la courbe (C) et la développable (A) qui la contient ne 
satisfasse aux équations (6) ou à l’un des systèmes (8), (9). 

On peut évidemment présenter ce résultat sous une autre forme 
en disant que les caractéristiques sont les seules courbes suivant 
lesquelles deux intégrales différentes puissent être tangentes ou 
osculatrices. Ainsi : 

Si deux intégrales de V équation (1) sont tangentes suivant 
une courbe , cette courbe est une caractéristique ; en lui adjoi- 
gnant les plans tangents, on obtient un assemblage qui satisfait 
aux équations (6) ou à Vun des systèmes (8), (9). 

Il résulte également des remarques précédentes que, si une sur- 
face quelconque est engendrée par des caractéristiques, c’est- 
à-dire s’il est possible de trouver sur cette surface une famille de 
courbes se succédant suivant une loi continue et qui, associées 
aux plans tangents, satisfassent chacune aux équations (8) ou 
(9), ou, ce qui est la même chose, aux équations (6), cette sur- 
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face donne une intégrale de l’équation (1). En «ffet, on peut tou- 
jours remonter de l’équation (6) à l’équation. (4), puis, en rem- 
plaçant dp et dq par leurs valeurs, à l’équation (i). Cette équation 
sera vérifiée en tous les points par lesquels passera une caracté- 
ristique, c’est-à-dire dans toute rétendue de la surface. 

712 . Bien que ce qui concerne l’intégration de l’équation aux 
dérivées partielles soit étranger au sujet que nous voulons étudier 
plus loin, nous allons en dire quelques mots pour montrer avec 
quelle facilité les résultats connus se déduisent des considérations 
précédentes. 

Supposons que l’un des systèmes (8) et (9'), le système (8) par 
exemple, présente une combinaison intégrable 

c o(dz —p dx — q dy)-\~ tüt (À dp -}- B' dx -4- dy ) 

-H o) 2 (À dq -l- B dy -f- X 2 dx) = cftp. 

Nous allons montrer que toutes les intégrales de V équation 
du premier ordre 

cp = const., 

satisferont à V équation proposée. En effet, pour toute intégrale I 
de l’équation précédente, les trois équations (8) se réduiront à 
deux. Il sera donc possible de satisfaire à ces deux équations en 
prenant des valeurs convenables pour les rapports de dx , dy , dz 
et, par suite, de déterminer, sur l’intégrale I, une famille de 
courbes pour lesquelles auront lieu les trois équations (8). 

La surface 1 , contenant une famille de caractéristiques, sera 
nécessairement une intégrale de l’équation proposée. Cette con- 
clusion ne pourrait soufirir d’exception que si, pour l’intégrale I, 
un au moins des facteurs co se présentait sous une forme indéter- 
minée. 

Inversement, si toutes les solutions de l’équation 
(10) <?(#, y , 7 ) = const. 

sont des intégrales de l’équation (1), l’un des deux systèmes (8) et 
(9) admettra la combinaison intégrable d'f . En effet, les caracté- 
ristiques de l’équation (10) sont définies par le système 

dx _ dy __ - - dp — dq __ dz 

TkT ~~ ~~ d® cto ~~ cto d® cto à®, 

JL JL _i_ n JL _i +ff T - p -4* çr T - 

dp dq ùx 1 dz dy 1 dz r dp 1 dq 
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Comme on sait qu'il existe une infinité d’intégrales de l’équa- 
tion (io\ et par conséquent de l’équation (i), qui sont tangentes 
les unes aux autres suivant chacune de ces caractéristiques, on 
voit que les valeurs de dx^ dy , dp , . . * tirées des équations pré- 
cédentes devront satisfaire à l’un des systèmes (8) et (9). On a 
ainsi pour o l’un ou l’autre des deux systèmes 



Supposons, par exemple, que le premier soit vérifié. Si nous 
ajoutons les équations (9) après les avoir multipliées respective- 
ment par 

do 1 do 1 do 
às’ Â Â ~àq' 

nous aurons 


dcp 

Tz 


dz -f- 



do 

fq 


dq - 


/ do 

( B £ +X * 


do 

~àq 



dx 

T 


,do do do\ dy 

+ ^-T p ~ kq ùz) ‘a 


ou, en tenant compte des équations (12), 

do = 0. 

La proposition que nous avions en vue est donc établie : les 
équations (g) admettent la combinaison intégrable cfo; et l’on 
verra de même que, si la fonction o satisfait aux équations (i 3 ), « 
la combinaison intégrable d f est fournie par le système (8). 

713 . Ce premier point étant établi, arrivons au cas où l’un des 
systèmes ( 8) et (9) admet deux combinaisons intégrables du, dv. 
Alors il admettra aussi la combinaison intégrable 

du — cp'(c>) dv — d[u — ©(?)], 

où o désigne une fonction arbitraire; et, par suite, toutes les so- 
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lutions de l’équation 

(i 4 ) u — o(v) =0 


appartiendront à la proposée (i). L’équation précédente est d’ail- 
leurs équivalente à la proposée ; car, si l’on élimine la fonction o 
entre l’équation et ses deux premières dérivées, on est conduit à 
l’équation du second ordre 


(i5) 


à(u, v) _ 
à(x,y) “ °’ 


qui ne diffère de la proposée que par un facteur (* ). Ce facteur ne 
peut être nul, infini, ou indéterminé, que pour certaines solutions 
exceptionnelles; et, tant qu’il ne sera pas nul, l’équation (i4j 
sera équivalente à la proposée. 

Réciproquement, si l’équation du second ordre doit admettre 
une intégrale première de la forme (i4), il résulte des raisonne- 
ments du numéro précédent que les trois fonctions 

“» v, a — c 

doivent chacune satisfaire à l’un des deux systèmes ( 12 ), (i3). 
Mais, comme deux d’entre elles appartiennent au même système, 
il en sera nécessairement de même de la troisième, qui est une 
fonction des deux autres. Ainsi, pour trouver, si ceia est pos- 
sible, les intégrales intermédiaires de la forme (i4), il faudra, 
rechercher si Vun des systèmes ( 12 ) ou (i3) admet deux solu- 
tions distinctes . 

Le problème qui consiste à reconnaître si deux équations li- 
néaires telles que les équations ( 12 ) ou (i3) admettent une ou 
plusieurs solutions distinctes est un de ceux que l’on sait le mieux 
résoudre aujourd’hui. On peut donc déduire des propositions pré- 
cédentes une méthode régulière de recherche des intégrales inter- 
médiaires de l’équation proposée et, plus généralement, de toutes 
les équations du premier ordre dont les différentes solutions ap- 
partiennent à la proposée. 


(’) On le vérifie aisément en tenant compte des équations (12) ou (i 3 ) 
auxquelles satisfont à la fois les fonctions u et v. Un calcul facile donne 


v ) 

â(cc,y) 


du dv _ du dy 

_ d JL^—ÆÆ [A (/■< - *•) H- B/-+ 2 Ci -t- B'i -h D]. 
A. 



>;o 
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714 . Les indications précédentes, quelque incomplètes qu’elles 
soient, mettent en évidence le rôle des caractéristiques dans la 
recherche des intégrales de l’équation proposée. On pourrait les 
développer et en tirer une théorie complète de l’équation (i); nous 
nous contenterons ici de traiter quelques applications; mais aupa- 
ravant il importe de remarquer que les équations (6) ne peuvent 
être remplacées par un des systèmes (8) ou (g) que si À est diffé- 
rent de zéro. Considérons, par exemple, le système (8). Lorsque A 
est nul, les deux dernières équations se réduisent à une seule. 
Pour éviter cet inconvénient nous remarquerons que, dans le cas 
général, on peut déduire des équations (8) les deux suivantes 

( B dp — Xi ^ + = 

^ (B ' dq — X 2 dp H- D dy — o, 

par l’élimination soit de dx , soit de dy. Le système des équa- 
tions (8) et (8) 7 se réduira dans tous les cas à trois équations 
distinctes. En ajoutant de même aux équations (9) les deux sui- 
vantes 

j B dp — X 2 dq -h D dx = o, 

9 ' ( W dq — lidp + Ddy^o, 

on n’éprouvera aucune difficulté dans les applications. 

Considérons d’abord l’équation bien connue des surfaces déve- 
loppables 

rt — s 2 = o. 

On a ici 

B = C = B' = D = o. A = i, X 1 = X 2 =o. 

Les équations (8) se réduisent aux suivantes 

dz—pdx — q dy — 0, dp = 0, dq — o, 
qui présentent trois combinaisons intégrables 

dp , dq, d{z—px — qy). 

Ou aura donc les deux intégrales du premier ordre 

7 =f(p\ 

z px qy = o(p). 

Si l’on différentie la dernière équation, il restera 


[x+yf(p) 4- <?'(/>)] dp = o. 
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En supprimant dp, on a bien les trois équations qui définissent 
une surface développable. 

Prenons maintenant l’équation 

q- r — <ipq$ -j- p*t = o. 

Ici encore, les deux valeurs de \ sont égales et les équations 
différentielles de la caractéristique sont 

dz — p dx — q dy — o, 
p dx -f- q dy = o, 
q dp — P dq = o. 

Elles admettent les trois combinaisons intégrables 



' Ou aura donc 

| = <?(-). = 

et, par conséquent, 5 sera déterminé par l’équation 

jr -4- a? 0(5) — 

Dans l’un et l’autre des exemples précédents, l’équation en X a 
ses deux racines égales, et les équations différentielles de la carac- 
téristique admettent trois combinaisons intégrables. La coïnci- 
dence n’est pas fortuite, et l’on peut démontrer que, si l’un des 
systèmes ( 8 ) ou ( 9 ) admet trois combinaisons intégrables, on a 
nécessairement X< = X 2 ( 1 ). 

715. Considérons encore l’équation 

(i -h q^S — pqt — o, 

qui définit les surfaces pour lesquelles les sections faites par des 


(*) Voir , en particulier, notre Mémoire sur les solutions singulières des équa- 
tions aux dérivées partielles du premier ordre ( Mémoires présentés par divers 
savants à V Académie des Sciences, t. XXVII). Dans ce travail, nous donnons, 
après M. Lie, le moyen de former toutes les équations de la forme (1) pour 
lesquelles l'un des systèmes (8) et (9) admet trois combinaisons intégrables et 
qui peuvent être regardées, par suite, comme ayant deux intégrales intermédiaires 
du premier ordre. 
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plans parallèles au plan des 75 sont des lignes de courbure. On 


A = B = D = o, G = 


B r =—pq, 


) kl = o, — — i — q' 1 . 


Les deux systèmes de caractéristiques sont définis par les équa- 
tions 

dz —p dx - - q dy — o, dz — pdx — qdy — o, 
dx — o, pq dx (i~ q*)dy — o, 

(i-^q-)dp-pq dq = O, (i -r- q* ) dq = o, 

qui conduisent respectivement aux deux intégrales intermédiaires 
suivantes 

r»2 

06) 7-4- = <K?)- 


Tirons-en les valeurs de p et de 7, pour les porter dans J’équa- 


Nous trouverons 


dz~pdx-~q dy. 


dz — sJ \ -- q*y'(x) dx qÿ{q)dq — q~ dz — qz dq : 


ce qui peut s écrire 


d(s]/l -+- q 1 - ) — — ?'(*} «K» = 0. 


En intégrant, on aura donc 






L’équation précédente, joipte à celles du système (16), donnera 
l’intégrale complète de la proposée. Mais on peut obtenir une 
forme plus élégante. Effectuons la substitution définie par les for- 
mules 


d'où l’on déduit 


== = «, <K?) = 8'(a), 

/l-i -? 2 


a t 

q = l f == ï t A + ?* = -= 

y î — a 2 / 1 ~ 


L’équation (17) et la seconde des équations (16) nous condui- 



ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC. 273 

ront au système des deux suivantes 

cv /i— a*— ay-he(a) = <p(a?)> 

- 7 ^=-y-HÔ'(«) = o, 

V I «2 

entre lesquelles il faudra éliminer ot. La seconde s’obtient en pre- 
nant la dérivée de la première par rapport à oc. 

La première intégrale intermédiaire (16) exprime que les plans 
des lignes de courbure coupent la surface sous un angle constant. 

716 . Étudions enfin l’équation 

rt — s--~ a 2 = o, 

que l’on rencontre dans la théorie mécanique de la chaleur. On 
a ici 

A = i, B = C = B' = o, D = a 2 , Xj = a, X 2 = — a. 

Le système (8) devient le suivant 

dz — p dx -T- q dy , dp a dy — o, dq — a dx ~ o. 

Il admet deux combinaisons intégrables évidentes p -h ay et 
q — aX) d’où l’on déduira une intégrale intermédiaire en écrivant 
que p 4- ay est une fonction de q — cix. On pourra donc poser, 
en introduisant une variable auxiliaire oc, 

p -4- ay =s aa, 
q — ax = 2 <p ( a). 

La système (9) conduirait de meme aux deux équations 

( p — ay = ap, 

( q-+ax = a<Kp), 

qui, jointes aux précédentes, nous donnent 

ax — — <p(«), p = «H- P, 

ay-a. — §, q = ù({3). 

Ces valeurs permettent de former la différentielle de <3; on a 


(' 9 ) 



œ cfo = ap dx aq dy — (a — dy) -t- (<p -+- — d$). 

D. — III. 18 
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On déduit de là, en intégrant, 

az = [o(a)4-«KP)](à— P)“ a J'ccd <? (ce) -h d 

La solution est ainsi complètement déterminée 5 on peut la 
débarrasser de tout signe de quadrature en remplaçant les sym- 
boles ç> et i par des dérivées ©' et <!/. On trouve ainsi 

| ax = <!/(£) — ©'(«)* 

(a IJ «r = * — P, 

( = (a-H P)DK((3) — <?'( a )] 4-2<p(a) — 

(22) ja ==«-*- P» ÿ = ?'(*) -h 4 '(P)- 

11 suffira d’éliminer a et j 3 entre les trois premières équations 
pour obtenir l’expression de 5 en fonction de x et dey. 

717 . Dans les deux derniers exemples que nous venons d’exa- 
miner, on peut obtenir une confirmation des résultats que nous 
avons signalés relativement aux caractéristiques, en étudiant, à 
l’aide des formules qui donnent l’intégrale générale, ce que nous 
pouvons appeler le problème de Cauchy , c’est-à-dire la détermi- 
nation de la surface qui satisfait à l’équation aux dérivées par- 
tielles, passe par une courbe donnée et admet en chaque point de 
cette courbe un plan tangent donné. Pour plus de simplicité, nous 
nous contenterons d’examiner à ce point de vue l’équation qui a 
été intégrée dans le numéro précédent. 

Soit (C) la courbe par laquelle doit passer l’intégrale. Comme 
/?, q sont donnés pour chaque point de cette courbe, il résulte des 
formules (19) et (20) qu’en chacun de ces points on connaîtra a, 

o (a), < 1 * (P)- Si, comme il arrive généralement, a et (3 ne con- 
servent pas la même valeur en tous les points de la courbe, on 
connaîtra, par cela même, les fonctions <p(a), 4 (P) pour toutes 
les valeurs de l’argument; et, par suite, l’intégrale cherchée sera 
complètement déterminée. 

Mais il y a des cas d’exception. Nous laisserons au lecteur le 
soin de les étudier tous et nous nous contenterons de faire re- 
marquer que, si la courbe (C) est une caractéristique; si l’on a, 
par exemple, en chacun de ses points, 

P 4- a y — G ? q — ax = C', 
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C et C étant deux constantes, la fonction <p(a) ne sera plus déter- 
minée que pour une valeur de l’argument. D’après les formules (19), 

il suffira qu’elle ait la valeur — pour la valeur ~ de l’argument. 

L’intégrale satisfaisant aux conditions proposées contiendra alors- 
dans son expression une fonction cp (a) qui sera presque entière- 
ment arbitraire, puisqu’elle sera assujettie à l’unique condition 
d’avoir une valeur donnée pour une valeur particulière de l’ar- 
gument. Quant à la fonction <|f((3), elle se déterminera comme 
dans le cas général. 

718. Dans le cas où l’un ou l’autre des systèmes (8), (9) ne 
présente pas deux combinaisons intégrables, on ne connaissait 
aucune méthode permettant d’obtenir l’intégration de l’équation 
aux dérivées partielles proposée. Dans un travail déjà ancien (*), 
j’en ai proposé une, qui va plus loin que celle de Monge et qui 
permet d’obtenir l’intégration dans une infinité de cas nouveaux. 
L’exposition de cette méthode nous entraînerait loin de notre 
sujet; je me contenterai d’avoir donné une définition précise des 
caractéristiques, définition que nous allons employer dans l’étude 
de l’équation aux dérivées partielles des surfaces applicables sur 
une surface donnée. 

Reprenons, pour cela, la méthode développée au n° 706; &, 

c étant les cosinus des angles que font les axes du trièdre mobile 
avec l’axe des x du trièdre fixe, c’est-à-dire avec une droite fixe 
quelconque de l’espace, on a 



dx 

èx 

(23) 


— = a$x -f- b r n , 


I àb 

àb 


= + 


( a 4) 

/ 

) , àa 

7 àa 


( cq = br- Tu , 

c *‘ = 6r ‘-sr 


et l’équation aux dérivées partielles s’obtient en portant ces valeurs 
de /?, <7, p { , q K dans la relation 
, n àr àr x 


( l ) Sur les équations aux dérivées partielles ( Annales de V École Normale , 
r® série, t. VII, p. 1 63 * 1870 ). 
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Supposons, pour la commodité du langage, que l’on connaisse 
déjà une surface (S) admettant l’élément linéaire donné. Le pro- 
blème cle Cauchy peut s'énoncer ici de la manière suivante : 

Étant donnée une courbe (T), tracée sur (S), déterminer 
une fonction x } qui prenne , ainsi que ses deux dérivées pre- 
mières, des valeurs données à V avance en chaque point de (r), 
ces fonctions devant évidemment satisfaire, quand on se déplacera 
sur (r), à la relation 


(26) 


dx = — du 
du 


dx 

dv 


dv, 


qui détermine, par exemple, ~ lorsqu’on se donne x et ~ 

Il résulte des formules (23) que a et b auront des valeurs con- 
nues en chaque point de la courbe (r). Il sera donc possible de 
calculer les différentielles da , db relatives à un déplacement 
s’effectuant sur cette courbe. Or on a 


(27) 


t da 7 . 

( du 

dv\ / 


fdS 


] db , 

f du 

dv\ / 

U =c < 

\ P ds 




du dv \ 
r Ts^ r 'ds)' 


Comme la rotation r ^ -h /** dépend exclusivement de l'élé- 
ment linéaire, on voit qu’il sera possible de calculer, en chaque 
point de (T), les rotations 


_ du dv 


ds 


Q = 


du 
^ ds 




dv 

ds 


relatives à un déplacement sur cette courbe. 

Or, si l’on se reporte aux formules du Tableau II [II, p. 383], on 
reconnaît immédiatement que la connaissance des quantités pré- 
cédentes permet de calculer, en chaque point de (T), la courbure 
normale, la courbure géodésique et la torsion de cette courbe. On 
pourra évidemment exprimer la courbure et la torsion en fonction 
de l’arc de (r); et l’on sait que ces expressions déterminent d’une 
manière complète la forme de la courbe. 

Réciproquement, supposons que l’on se donne la transformée (D) 
de (T). Ajoutons, pour préciser, que l’on a marqué sur (D) le 
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point B qui correspond à un point A de (T); alors le point M' de 
(D) qui correspond à un point quelconque M de (r) sera déter- 
miné par la condition que l’arc BM' de (D ) soit égal à l’arc AM de 
(T). Comme on connaît, en tous les points de (D), la courbure et 
la torsion, les formules des Tableaux I et II nous permettront de 
calculer, pour chaque point de cette courbe, l’angle to que fait sa 
tangente avec l’axe des x du trièdre (T), ainsi que l’angle m que 
fait la normale à la surface avec le plan osculateur (* ) de la courbe. 
La détermination de ces deux angles permet évidemment de cal- 
culer sans ambiguïté les neuf cosinus directeurs qui feront con- 
naître la position du trièdre (T) par rapport aux axes fixes lorsque 
(T) sera venue coïncider avec (D), et, en particulier, les cosinus 
a et b. On pourra donc déduire des formules (a3) les valeurs de 

^ en chaque poinL de (D),*ce qui nous ramènera à l’énoncé 
primitif. 

Le problème que nous nous sommes proposé peut donc, dans 
tous les cas, être énoncé sous la forme suivante : 

Étant donnée une surf ace (S), la déformer de telle manière 
qu'une courbe (T) tracée sur cette surface vienne coïncider 
avec une courbe (D), donnée dans l'espace ( 2 ). 

Il sera susceptible d’une solution déterminée tant que la 
courbe (r) ne satisfera pas, en vertu des conditions posées, à la 
première des équations différentielles (5) des caractéristiques; 
et, par suite, l’étude de ses cas d’impossibilité et d’indétermi- 


(*) L’angle n toutefois ne sera réel que si la courbure - en chaque point M' 

P 

de (D) est supérieure à la courbure géodésique — de (F) au point correspon- 
ds 

dant M. Cela résulte immédiatement de l’équation évidente 

sinrrr __ i 

~~p~"~pT 

Ajoutons que l’angle zn, étant déterminé par son sinus, pourra prendre deux 
valeurs supplémentaires l’une de l’autre; ce qui conduira à deux solutions dis- 
tinctes du pi’oblème que nous avons en vue. 

( 3 ) Le cas particulier où (I)) est une droite ne présente pas de difficulté par- 
ticulière et ne met pas en défaut nos conclusions; mais, pour plus de netteté, 
nous l’écarLei'ons en laissant au lecteur le soin de le traiter. 
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nation nous fera connaître ces caractéristiques. Nous allons le 
traiter directement, en choisissant les variables les plus simples. 


719. Rapportons les points de la surface à un système de coor- 
données rectangulaires tel que la courbe (T) devienne une des 
courbes coordonnées et soit représentée par l’équation 

P = 0, 


ce qui est évidemment toujours possible. 

On aura, en adoptant les notations du Tableau IV [II, p. 385], 


(a8) 



dx 


= G6. 


One fois connus a et 6, les relations 
. àa , àb 

< 2 9> ' Ta = hr ~° q ' d-u = Cp - ar ’ 

relatives à un déplacement sur la courbe (T), feront connaître p 
et q. La relation, empruntée au Tableau IV, 

(3o) kq x -+-Op — o 

fera ensuite connaître q { ; et enfin l’équation ( 20 ) donnera p t 
pourvu que q ne soit pas nulle . Une fois connues les rotations 
P' y?/ 7 *» <7* P our chaque point de la courbe (T), les formules (24), 
donnant les dérivées premières des cosinus a et 6, feront connaître 
par cela même les dérivées secondes de x pour chaque point de la 
courbe (T). Il résulte en effet des formules (28) que les dérivées 
secondes de x s’expriment en fonction de a, b et de leurs dérivées 
premières. 

Le problème proposé, qui équivaut, nous l’avons vu, à la déter- 
mination des dérivées secondes de x en chaque point de (T), ne 
peut donc devenir impossible ou indéterminé que dans le cas où les 
conditions proposées donneraient pour q une valeur nulle. Or il 
suffît de se reporter à la formule (4) du Tableau IV pour recon- 
naître qu’alors la courbe (T) deviendrait une ligne asymptotique. 
Il est donc établi de nouveau que les caractéristiques de P équa- 
tion aux dérivées partielles à laquelle satisfait x sont les 
ligjies asymptotiques } et nous pouvons énoncer le théorème sui- 
vant : 
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On peut toujours déformer une suif ace (S) de telle manière 
qu'une courbe (T), tracée sur elle et donnée à U avance, vienne 
coïncider avec une courbe (D) de V espace, à moins que la con- 
dition ainsi proposée ri entraîne cette conséquence que (D) se- 
rait , après la déformation, une ligne asymptotique de la sur- 
face. 

On donnera plus de précision à la dernière partie de l’énoncé 
en la transformant de la manière suivante. Soit M le point de (r) 
qui devra coïncider avec un point quelconque M 7 de (D). Si la 
courbure de la courbe (D) en M 7 est constamment égale à la cour- 
bure géodésique de (F) au point correspondant M, le mouvement 
de déformation qui amènerait (F) à coïncider avec (D) ferait de 
cette courbe (D) une ligne asymptotique de la surface déformée, 
puisque la courbui*e géodésique de cette ligne serait, en chaque 
point, égale à sa courbure absolue. Nous obtenons donc la propo- 
sition suivante : 

On peut toujours déformer la surface (S) de telle manière 
qu'une de ses courbes (T) vienne coïncider avec une courbe 
quelconque de V espace (D), pourvu que la courbure en chaque 
point de (D) ne soit pas égale à la courbure géodésique de (T) 
au point correspondant . 

720'. Il ne nous reste plus qu’à distinguer les cas où le problème 
sera impossible de ceux où il sera indéterminé. C’est ce que l’on 
peut faire de la manière "suivante. 

• Lorsque les équations ( 29 ) nous donneront pour q une valeur 
nulle, l’équation (25), qui faisait connaître p se réduira, en 
chaque point de (r), à celle-ci 

dr àr x 

qui devient, si l’on tient compte de l’équation (3o), 

dr ùi\ 

/ p y Tv du 
\X) ~ AG” ’ 

Si cette relation est vérifiée en chaque point de la courbe (D), 
le problème sera indéterminé; sinon Usera impossible. Or, si l’on 
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emploie les formules des Tableaux II et IV, on peut remplacer 
réquation précédente par la suivante 
(3i) t2=-RR\ 

où t désigne le rayon de torsion de la courbe (D) et où R et R' 
sont les ravons de courbure principaux de la surface. Nous pou- 
vons donc énoncer le résultat suivant : 

Le problème proposé sera indéterminé si la torsion en chaque 

point de (D) est égale à ^ désignant la courbure de 

(S) au point correspondant de (T). Jl sera impossible dans le 
cas contraire ('). 

Nous retrouvons ici une propriété des lignes asymptotiques que 
nous devons à M. Enneper et qui a été déjà démontrée au n°512. 
Elle se relie, on le voit, de la manière la plus étroite à la pro- 
position fondamentale que nous étudions maintenant, et d’après 
laquelle les lignes asymptotiques sont les caractéristiques de l’é- 
quation aux dérivées partielles dont dépend le problème de la 
déformation d’une surface. 

721. Pour éclaircir les considérations précédentes, nous allons 
étudier quelques applications particulières. 

Etant donnée une surface (S) et une courbe (r), tracée sur 
cette surface , peut-on déformer la suif ace sans déformer la 
courbe? 

La réponse est très simple : la déformation est impossible si 
la courbe (r) n’est pas une asymptotique; elle est possible d’une 
infinité de manières dans le cas contraire. C’est là une remar- 
quable propriété des lignes asymptotiques. 

Peut-on déformer la surface (S) de telle manière qu'une de 
ses courbes (T) devienne une asymptotique de la surface dé- 
formée? 


(’) Quand nous disons que le problème est indéterminé, nous entendons par 
ià que les coefficients des séries par lesquelles la surface serait définie demeurent, 
en partie, arbitraires, sans que la convergence de ces séries soit établie. 

Au reste, dans tous les cas où Ton peut effectuer l’intégration, on reconnaît 
que l’indétermination existe réellement. 
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La courbe (D) dans laquelle doit se transformer (T) sera plei- 
nement déterminée par les propositions précédentes, puisqu’on 
connaîtra, en chaque point de (D), la courbure absolue, qui sera 
égale à la courbure géodésique de (r) au point correspondant, et 
la torsion, qui sera égale à la courbure totale de la surface en ce 
même point de (r). Ces deux quantités seront, par suite, des 
fonctions données de l’arc s, et leur détermination permettra de 
construire la courbe (D). Mais, bien que l’on connaisse cette courbe, 
le problème proposé sera indéterminé : il y aura une infinité de 
déformations de (S) pour lesquelles (T) coïncidera avec (D). 

Étant donnée une courbe (D) et une développable (A) cir- 
conscrite à (D), est-il possible de déformer une surface (S) 
de telle manière qu 3 elle vienne passer par (D) et soit tangente 
à (A) en tous les points de (D)? 

Ce problème est. tout à fait différent des précédents; car on 
n’indique nullement la courbe de (S) qui doit venir coïncider 
avec (D). On peut le résoudre de la manière suivante. 

Supposons d’abord que la développable (A) ne soit pas l’en- 
veloppe des plans oscillateurs de (D). Si le problème est possible, 
(D) ne sera pas une asymptotique de la surface déformée. Cher- 
chons la courbe (T) de (S) qui viendra coïncider avec (D). Soit 
M 7 le point de (T) qui viendra en un point quelconque M de (D). 
Comme on connaît, au point M, la courbure de (D) et l’angle 
que fait le plan oscillateur de cette courbe avec le plan tangent 
de la développable (A), qui doit devenir le plan tangent de la 
surface déformée, on connaîtra, par cela même, la courbure géodé- 
sique qu’aura (D) en M et par suite (T) en M'. Ainsi la courbure 

géodésique — - pourra être exprimée en fonction de l’arc. Soit 

(3a) pff=?(0 

la relation ainsi obtenue. On en déduit aisément une équation 
du troisième ordre à laquelle devra satisfaire la courbe cherchée 
(r). Réciproquement, d’après ce que nous avons vu plus haut, 
toute courbe intégrale de cette équation fournira une solution du 
problème proposé. 

Si, au contraire, la développable (A) est l’enveloppe des plans 
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oscillateurs de (D), le problème ne sera possible que sous cer- 
taines conditions. En effet, au point M de (D), la torsion est 
connue, c’est une certaine fonction de l’arc. On a 

T = <K*)- 

D’autre part, si le problème est possible, (D) sera évidemment 
une asymptotique de la surface déformée, et l’on aura nécessaire- 
ment 

t = v/^RR', 

étant la courbure totale de la surface au point M de (D) ou, 
RR 

ce qui est la même chose, au point M' de (r). On devra donc 
avoir 


( 33 ) 


RR' = -^0), 


et cette relation, qui conduit à une équation du premier ordre 
pour la courbe (r), devra avoir au moins une intégrale particu- 
lière commune avec l’équation (32). On va voir qu’il résulte de là 
une condition pour la courbe (D). 

Différentions, en prenant v comme variable indépendante, trois 
fois l’équation (33) et une fois l’équation (32), après y avoir rem- 
placé la courbure géodésique par son expression en fonction des 
coordonnées u, 9. Nous obtiendrons ainsi un système de six équa- 
tions dont les premiers membres seront des fonctions connues de 

u, L’élimination de ces cinq quantités conduira, 

en général, à une seule relation de la forme 


ou encore 


*(?, Vf D = 0 


(34) 


$ 


(* 


ds 


dx d-x d s x\ __ 
ds’ d$* ’ ds 3 y 1 ” °’ 


p, t, s désignant le rayon de courbure, le rayon de torsion et 
l’arc de la courbe (D). On forme ainsi une équation différentielle 
à laquelle cette courbe devra satisfaire. En d’autres termes, la re- 
lation précédente devra être vérifiée par toutes les asymptotiques 
des surfaces résultant de la déformation de (S). 

Cette équation se simplifie d’ailleurs dans certains cas spéciaux. 

Sila courbure totale de la surface donnée est constante et égale à 
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— ^5 on devra avoir simplement 

z = a. 

Ainsi la courbe (D) devra avoir sa torsion constante. 

Supposons, par exemple, que l’on prenne pour (D) une hélice 
tracée sur un cylindre de révolution. Les courbes de la surface qui 
pourront s’appliquer sur cette hélice, tout en devenant des lignes 
asymptotiques, sont, évidemment, les cercles géodésiques dont la 
courbure géodésique est égale à la courbure de l’hélice (*). 

722. Puisque les asymptotiques sont les caractéristiques de 
l’équation aux dérivées partielles que nous étudions, il est naturel 
d’introduire la considération de ces lignes et de chercher quelles 
sont les équations aux dérivées partielles qui les déterminent, lors- 
qu’on connaît seulement l’élément linéaire de la surface. Nous 
allons commencer par résoudre le problème suivant : 

L’ élément linéaire d’une surface étant donné sous la forme 
ds~ = E du 2 -+- 2 F du dv G d^, 

quelles relations doit-il y avoir entre E, F, G pour que les 
lignes coordonnées soient les asymptotiques de Vune des sur- 
faces résultant de la déformation de la proposée? 

Reportons-nous à l’équation (5) du Tableau I [IT, p. 38a]. En 
exprimant que les coefficients de du 2 et de dv- sont nuis dans 
l’équation différentielle des asymptotiques, nous aurons 

P'n — <i\ = o, Pitqi — ?i?i = o; 
ces deux conditions nous permettent de poser 

p = \%, q = Lrj, p t=^t, ?i=Fh. 


(’) En terminant ce sujet, nous nous empressons de signaler le Mémoire sui- 
vant : 

Weingarten (J.), XJeber die Deformationen einer biegsamen unausdehribarm 
Flàche ( Journal de Crelle, t. C, p. 296; 1886), 

oii se trouvent étudiées, par des méthodes toutes différentes, les questions ana- 
logues à celles que nous venons d’examiner. 

La proposition fondamentale d’après laquelle les asymptotiques sont les carac- 
téristiques de l’équation aux dérivées partielles en a; a été déjà donnée dans 
notre Cours de 1882; les autres développements donnés dans le texte remontent 
à nos Leçons de 1 885 . 
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Portant ces valeurs dans les deux relations de la troisième ligne 
du système (A) (même Tableau), nous trouverons 

x ^ = 0 ’ %- d Û 

Si donc on désigne, pour abréger, par k la quantité 


jdr x ôr 


\ / du dv /— i 

V ~V 


(35) 

on aura 

(36) X = — f jl = /c, 

et les équations (A) entre les rotations nous donneront 

= H-nri + rnJ, 


( 37 ; 


[ d 1*6) 

à(k :5,) 

1 dv 

du 

1 <*(*l) . 

à{kn 1 ) 

( <w + 

du 


= -*(' 


■É. 


■In)- 


On déduit de là, après quelques réductions et en remplaçant r 
et r, parleurs valeurs tirées des équations (À), 


(38) 


^'(EG-F*) = F^-E^, 
du ' dv du 

dv du dv 


Telles sont les deux équations de condition cherchées*. 

Nous allons les écrire de manière qu’elles ne contiennent que 
des invariants des paramètres u et v des deux familles de lignes 

asymptotiques. Si Ton conserve H pour représenter y'EG — F 2 , 
on a 


A u = 


H 2 ’ 


A(w, v)=—~, 


^(v, A u) = 


E à Am 


F à \u 
82 lu 


E dG 
H 4 dv 


-à [«($)- *( 5 )]. 

F àG 2 EG dîî 2 GF dE 


H 2 dv H 2 du “ H 4 dv H 4 du 
et de là on déduit, par un calcul facile, 


H 5 dv H 5 du 


F ÔG G dE 
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D’autre part, on a aussi 

e(«, iog*)= i e(«, P)=g. 

Ces relations permettent de donner à la seconde équation (38) 
la forme définitive 

( 3o) A(p, A u) — 2 A(w, v) = 0(w, logÆ)0(w, p), 

qui ne contient plus que des invariants. Par raison de symétrie, la 
première des équations (38) prendra la forme analogue 

(4o; A (u, Ap) — 2 A 2 p A (u, p) = 0 ( p, log/c) 0 ( p, u). 

Si maintenant, pour revenir à nos notations habituelles, nous 
désignons par u et v des coordonnées curvilignes quelconques et 
par a et (3 les paramètres des deux familles de lignes asymptoti- 
ques de la surface, nous voyons que ces paramètres a et (3 devront 
satisfaire aux deux équations simultanées du second ordre 

r A(a, Ap) 2A 2 P A( a, p) = 0((3, logA*)0(S, a), 

" 4l/ | A(B, Acc) — 2 A 2 a A(a, p) = 0(a, log/e) 0(a, (3). 

La première est linéaire par rapport aux dérivées de a, la se- 
conde par rapport à celles de (3. En éliminant, soit a, soit (3, on 
sera conduit à une équation du troisième ordre à laquelle satisfera 
la fonction que l’on conserve. 11 serait facile de former et d’écrire, 
à l’aide des invariants, cette équation du troisième ordre; mais 
nous laisserons ce point à étudier au lecteur. 

723. Les calculs précédents conduisent à plusieurs conséquences 
sur lesquelles il convient d’insister. 

En premier lieu, nous voyons que, si l’on donne, en même 
temps que l’élément linéaire d’une surface, ses lignes asympto- 
tiques des deux systèmes, la surface est pleinement déterminée. 
En effet, si l’on prend ces deux familles d’asymptotiques pour 
lignes coordonnées, les calculs du n° 722 nous montrent que l’on 
connaîtra, pour chaque point de la surface, les six rotations. La 
forme de la surface sera donc entièrement connue (n° 484). 
Comme on peut prendre un double signe pour la valeur de k , on 
obtiendra en réalité deux surfaces, symétriques l’une de l’autre. 
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Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, établi en premier 
lieu par M. O. Bonnet : 

Si deux surfaces sont applicable , Vane sur Vautre de telle 
manière que toutes les lignes asymptotiques de V une corres- 
pondent aux lignes asymptotiques de Vautre } les deux surf aces 
sont égales ou symétriques . 


Mais on peut compléter cette proposition, en supposant que 
Ton connaisse une seule famille de lignes asymptotiques. Par 
exemple, dans les équations (4 1 )? on connaîtra a, dont l’expression 
sera donnée en fonction de u et de v. Il est aisé de voir que l’on 
pourra déterminer (3. 

En effet, substituons dans la seconde des équations (4 1 ) la valeur 
de a; elle prend la forme 






Par suite, si M et N ne sont pas nuis en même temps, on ob- 
tiendra la seconde famille d’asymptotiques en intégrant l’équation 
du premier ordre 

N du — M dv = o, 

où M et N ne dépendent que de l’élément linéaire et de l’expres- 
sion de a. Par conséquent, la connaissance d'une des familles 
de lignes asymptotiques entraînera celle de Vautre. 

Examinons maintenant le cas d’exception où M et N seraient 
nuis en même temps. Alors la seconde des équations (4i) sera vé- 
rifiée identiquement quand on y remplacera a par son expression 
donnée; en d’autres termes, elle aura lieu quelle que soit la fonc- 
tion p. En particulier, remplaçons-y (3 par a, il viendra 

(4^) A(ct, Aa) — 2 A 2 (a)Aa = o. 

Or cette équation exprime, nous l’avons vu (n° 676), que les 
courbes de paramètre a sont des géodésiques. Gomme elles sont 
déjà des asymptotiques, elles ne peuvent être que des droites; et 
notre cas d’exception se trouve ainsi défini : il ne peut avoir lieu 
que pour des surfaces réglées et pour la famille d’asymptotiques 
constituée parleurs génératrices rectilignes. En résumé, on obtient 
le résultat suivant : 
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Deux surfaces applicables l'une sur l'autre sont égales ou 
symétriques lorsque les lignes asymptotiques de l’un des sys- 
tèmes dans une des surfaces ont pour transformées des lignes 
asymptotiques ( formant nécessairement un seul système) dans 
l'autre surface, à moins que les surfaces ne soient réglées et 
que les asymptotiques qui se correspondent ne soient les géné- 
ratrices rectilignes . 


Cette proposition, qui est due à M. O. Bonnet ( 1 ), résulte immé- 
diatement de ce que la connaissance d’une des familles asympto- 
tiques entraîne celle de l’autre. Dans le Chapitre suivant, nous 
étudierons d’une manière spéciale la propriété qui se présente ici 
pour les surfaces gauches. Nous nous contenterons, pour le mo- 
ment, de remarquer que, réciproquement, si la surface est gauche 
et si a est le paramètre des génératrices rectilignes, la seconde des 
équations (4i) sera vérifiée identiquement quand on y remplacera 
(3 par une fonction quelconque. En effet, cette équation est vérifiée 
quand on y remplace (3 par a en vertu même de l’équation ( 42 ), à 
laquelle satisfait le paramètre a \ elle l’est encore quand on y rem- 
place (3 par le paramètre de la seconde famille de lignes asympto- 
tiques; comme elle peut se ramener à la forme 


M 

OU ov 


elle ne peut admettre deux intégrales distinctes sans se réduire à 
une identité. 


724. On déduit de cette remarque une démonstration très 
simple de la proposition de M. Bonnet, déjà établie au Chapitre II 
[p. 23g]. 

Si deux surfaces gauches (S*) et (S 2 ) sont applicables l'une 
sur Vautrée, les génératrices rectilignes se correspondent sur les 
deux surfaces, à moins qu'elles ne soient, l'une et Vautre, 
applicables sur une surface du second degré (S) de telle ma- 
nière que les génératrices rectilignes de (S { ) et de (S 2 ) corres- 
pondent aux deux systèmes différents de droites de (S). 


(‘) Journal de V École Polytechnique , XLII" Cahier, p. 44* 
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En effet, supposons les deux surfaces rapportées au même 
système de coordonnées, et soient a, [3 les paramètres des deux 
familles de génératricés rectilignes de (S*) et de (S 2 ). D’après la 
remarque précédente, p étant le paramètre des génératrices rec- 
tilignes de (So), l’équation 

A(x', Ap) — 2A 2 p Ma 7 , P) = 0(P, log/j)0(p, v!) 

sera une identité, c’est-à-dire qu’elle sera vérifiée quelle que soit 
la fonction a'. Pour la même raison, l’équation 

A(3', Acc) - 2 A 2 aA(P', a) — 0(a, log£)0(a, p') 

aura lieu pour toutes les fonctions p'. Remplaçons, dans la pre- 
mière, a! par a et, dans la seconde, par p : nous retrouverons 
les deux équations (4 1 )* ^r ces équations expriment que a et p 
sont les pai'amètres des asymptotiques d’une surface admettant 
l’élément linéaire donné. Il y a donc une surface (S) applicable sur 
les deux surfaces réglées et admettant pour asymptotiques les 
courbes de paramètres a et p. Mais, comme toutes ces courbes 
correspondent à des droites de (S.,) ou de (So). elles sont géodé- 
siques et, par conséquent, ne peuvent devenir asymptotiques sans 
se réduire à des droites. La surface (S) est donc doublement 
réglée; et ainsi se trouve complètement démontrée la proposition 
que nous avions en vue. 

72o. On peut introduire d’une manière toute différente la con- 
sidération des lignes asymptotiques. 

Soient u et v les coordonnées curvilignes d’un point de la sur- 
face, a et p les paramètres des deux familles d’asymptotiques. Au 
lieu de chercher les expressions de a et de p en u et p, proposons- 
nous de déterminer u et p, considérées comme fonctions des deux 
paramètres oc et (3. 

Pour cela, nous remarquerons que, si l’on conserve toutes les 
notations du Tableau I [II, p. 382], l’équation différentielle (4) 
des lignes asymptotiques peut être remplacée par le système des 
deux suivantes 


( 43 ) 


\ p du-+-p 1 dv = X(£ du -h Si dv), 
i q du-h q x dv du-ï-riidv), 
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où X désigne une inconnue auxiliaire. Si, pour la déterminer, on 
du, 

élimine entre les deux équations précédentes, on est conduit, 

en tenant compte d’une des équations du Tableau (A), à l’é- 
quation 

^ 2 (^i — >&) - J rpqi—qpi = 0, 


nous donne 


A = dfc k. 


Ainsi \ est un invariant dont on connaît la valeur. En prenant 
successivement les deux signes, on est conduit successivement aux 
deux systèmes 


p ü+ p 'Si 


du dv 


du t dv 

T* Si 


X 


il àV' 


J du dv . / du dv 


qui permettront, par exemple, de calculer q, p u q { . En portant 
les valeurs obtenues dans le système (A), on aura les équations 
aux dérivées partielles qui déterminent u et v, considérées comme 
fonctions de a et de (3. 

Le calcul est beaucoup abrégé si l’on écrit, par exemple, la pre- 
mière de ces relations sous la forme, qu’il est aisé de vérifier, 




A [du dv\( 

y = {Vdi + y'àijt 


du dv N 


r dcx. ” I " ri àcf. 


r? i , du , dv du , dv 

En remplaçant p ^ +p< p-^ +p, •■••par 

déduites des formules (45), on trouvera 

^ d*u , y â 2 v dudu(d\\ > \ dv dv fd \\ t 

2 dtxdfi^ 2 ^ du 2 àa d$ \ d u 75 ) 2 dct dp \ dv 

(du dv du dv\ ( d\% dX^ s 

\da d$ "*™ d$ da) \ dv du 717 


- par leurs valeurs 


X7)/’ t — =0. 


D. - III. 


19 
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Cette relation peut même se décomposer en deux autres, à cause 
de Pindétermination des translations ij, 7), £ l5 r H qui sont assu- 
jetties seulement aux trois conditions 

P ■ Hb V = E, & -H 7)7], = F, Êî -f - 1] ï = G. 

En annulant successivement £ et£< et remplaçant les trois autres 
translations par leurs valeurs déduites des équations précédentes, 
on obtiendra ces deux équations aux dérivées partielles 


(46) 


2H2 


d*u 
dx dp 


2H2 


d*P 
dx dp 


du du ( TT 

aï dp( 2li 


d lo^X: 
du 


dE 

du 

d logÆ 


dF dE 

2r — h- Jr — 
du dv 


) 


dv dv f n dF n dG „dG\ 

+ Tx dp \ 2 °dv “ G 3 ïî F dp 

, à» dç f_ m dlogk , ■c.àG ^iF , ,jdG\ 

+ aïap( aH -^- +E ïï- 2F aï +F aï) 

+ (P % + S *Vh«*£ï* + E** - F*®) 

\da dp dp da/\ dw dz^ dp / 

du du/ p dF dE dE\ 

+ aï ap( a^ ^ ïW = 0 ' 


Elles sont, on le reconnaîtra aisément, nécessaires et suffisantes ; 
de sorte qu’il suffirait de les intégrer pour obtenir les deux familles 
d’asymptotiques, par suite les six rotations (n° 722) et la surface 
elle-même. 


726. Pour indiquer au moins une application, supposons que 
Pélément linéaire soit donné par la formule 

(47) ds z — du* (au* 2 bu -h c) dv*, 

où a } b , c désignent des constantes. On aura ici 

E = 1, F = o, G = aut+*bu + c, k = — C „~ — • 

G 

Les deux équations en u et ç deviendront 

d i u dlogG du du 1 dG dv dv 

dadp du da dp 2 du dx dp “ ' °’ 

d s v 
dx dp 


(48) 


= o. 
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La seconde s’intégre immédiatement et admet deux solutions 
distinctes 

P = <p(a), P = 

qui peuvent être remplacées par les suivantes 

sans que la généralité soit diminuée. 

La première solution p = a fait évidemment connaître les sur- 
faces réglées admettant l’élément linéaire donné. La seconde, 

P=a-hj3, 

nous conduit pour u à l’équation 

à*u dlogG du du i dG 

do. du àcc d$ 2 du °* 

Prenons, par exemple, 

G = u; 

on trouvera, en posant 

( 49 ) u=e<», 


que a) doit satisfaire à l’équation 


(5 0 ) 


à* (O 1 

= - e — <*> 

da dp 2 


On sait intégrer cette équation (*); mais nous ne poursuivrons 
pas ici les calculs, que nous retrouverons plus loin et qui con- 
duisent à la détermination de toutès les surfaces applicables sur 
les développées des surfaces minima. 


( 4 ) Son intégrale est déterminée par la formule 


= 


4 A' B' 

(A — B) a ’ 


où A et B désignent des fonctions arbitraires de a et de p respectivement. Elle 
a été donnée, en premier lieu, par M. Liouville, qui l’a déduite de la remarque 
suivante : l’équation aux dérivées partielles (5o) exprime que la surface dont 
l’élément linéaire a pour expression 

ds 2 = e~ m 


a sa courbure constante et égale à 1 . 
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Si la constante a n’est pas nulle, on pourra ramener G à la 
forme 

(51) G — zz 2 -+- b-, 
et, en posant 

(5 2 ) z* = 6tang~, 


on reconnaîtra que w doit satisfaire à l’équation 


(53) 




sin tu. 


La valeur (5i) de G convient à l’alysséide et à l’hélicoïde mini- 
mum (n os 66 et 68). C’est donc de l’intégration de l’équation 
précédente que dépend la détermination des surfaces non réglées 
qui sont applicables sur ces surfaces. Nous retrouverons plus loin 
ce résultat. 
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CHAPITRE YJ. 

DÉFORMATION DES SURFACES GAUCHES. 

Élément linéaire des surfaces gauches. — Surfaces dont les génératrices vont 
rencontrer le cercle de l’infini. — Surfaces qui admettent un plan directeur 
tangent au cercle de l’infini. — Détermination complète de toutes les surfaces 
gauches admettant un élément linéaire donné. — Différents problèmes re- 
latifs à ces surfaces. — AuLre méthode fondée sur l’emploi des formules de 
M. Codazzi. — Questions diverses relatives aux lignes asymptotiques et aux 
lignes de courbure. — Propriétés de la ligne de sti'iclion. — Surfaces réglées 
applicables sur les surfaces de révolution. — Il y a, dans ce cas, une relation 
linéaire entre les deux courbures de la ligne de striction. 


727. Dans le Chapitre précédent, nous avons été conduits, par 
la discussion de différentes propositions, à considérer d’une ma- 
nière spéciale le cas où une surface réglée se déforme sans que 
ses génératrices cessent d’etre rectilignes. Cette déformation par- 
ticulière des surfaces réglées, dont l’étude vient se présenter ici, 
mérite que nous nous y arrêtions assez longuement et que nous 
signalions les résultats intéressants obtenus sur ce sujet par diffé- 
rents géomètres. 

Étant donnée une surface réglée (R), traçons sur cette surface 
une courbe (C) assujettie à l’unique condition de rencontrer 
toutes les génératrices rectilignes. Par un point M de la surface, 
on peut mener la génératrice rectiligne; elle ira couper la courbe 
(C) en un point M'. Soient p une variable propre à déterminer la 
position de M' sur la courbe (C) et u une quantité égale ou pro- 
portionnelle à la longueur de M 7 M ou de sa projection sur un 
plan quelconque. Les variables u et p définiront la position de M 
sur la surface et, si £ désignent les coordonnées rectangu- 

laires de ce point, on pourra écrire 

(0 x = u -+- b u y = a^u -h z = a z u -H £3, 

a { , a 2 , a 3 ; b 6 2 , b z désignant des fonctions quelconques de P* 
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Posons 



/ A = 

-T- d* -+- ct' 3 2 , 

D = CL\ b j -+- ct%b g -t- ct§ b§ 

(2) 

' B = a\ b\ 

-r a 2 b\ -t- a ' 3 b ' z , 

E = CL* —H Cl 2 -H CL* . 


11 

o 




On trouvera 


(3) dk 2 = E du*- f- (E'h- %T)) du dv (ku* aB u -f- G) dv 2 . 

Cette formule va nous permettre d’indiquer la classification des 
surfaces réglées, tant imaginaires que réelles. 

Si l’on a d’abord 

E ~ CL* *4” CL I -f- CL* = O, 

toutes les génératrices rectilignes vont rencontrer le cercle de 
l’infini; elles forment une des familles de longueur nulle de la 
surface. Cette première classe de surfaces réglées, toutes imagi- 
naires si l’on excepte la sphère, comprend comme un genre spé- 
cial les développables définies au n° 116 [I, p. i 48, note]. 

Si nous écartons ces surfaces exceptionnelles, nous pourrons 
supposer que u est la longueur MM', prise avec son signe, et que 
l’on a 

( 4 ) a*-+-a* + a* = i. 

La formule (3) se simplifie alors et devient 

(5) ds* = ^ 2 -î- 2 D^^h-(A^+ 2 Bw + C)^ 2 . 

Nous avons déjà remarqué au n° 67 que l’on peut, par une 
simple quadrature et en remplaçant u par u'—j'Ddv, faire dis- 
paraître le terme en du! dv et déterminer ainsi les trajectoires 
orthogonales des génératrices. Nous pourrons donc, dans la suite, 
supposer D égal à zéro; mais, pour rendre les applications plus 
commodes, nous n’introduirons pas cette hypothèse d’une ma- 
nière générale. 

Si la surface est réelle ainsi que ses génératrices, la fonction A, 
somme de trois carrés, n’est pas nulle; mais on reconnaît aisé- 
ment qu elle le devient pour les surfaces qui ont un plan directeur 
tangent au cercle de l’infini, et pour celles-là seulement. Dans ce 
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cas, l’élément linéaire est réductible à la forme 

ds* = du* H' 2 D^^+( 2 B tt +C) do*. 

Une seule des surfaces correspondantes est réelle : c’est le pa- 
raboloïde de révolution. Si l’on prend l’équation de cette surface 
sous la forme 

CC 1 * 4-^/2 ~ O.pz, 

et si l’on pose 

x -H iy = (u 4 - £ -h piv^j 
x— iy 


z — u H -+- piv^ 


ud calcul facile donne, pour l’élément linéaire, l’expression 
ds~ - - fl u ' 1 -h 2p ( u -h ipv) dv' 1 , 
déjà signalée au n° 692. 


728. Si l’on écarle les deux séries de surfaces exceptionnelles 
que nous venons de signaler et pour lesquelles il n'y a ni ligne 
de striction ni point central sur chaque génératrice , l’élément 
linéaire pourra toujours être réduit algébriquement à la forme (5), 
dans laquelle A sera différent de zéro. Nous bornant à cette hypo- 
thèse spéciale, qui convient d’ailleurs à toutes les surfaces dont 
les génératrices sont réelles, nous allons montrer en premier lieu 
qu’il existe une infinité de surfaces gauches admettant cet élément 
linéaire que l’on supposera donné a priori . Au reste, la méthode 
très élémentaire que nous allons suivre s’appliquerait presque 
sans modification aux deux cas spéciaux que nous laissons de 
côté { 1 )- 

Joignons l’équation (4) aux quatre premières équations ( 2 ) : 
nous formerons ainsi un système de cinq équations où les fonctions 


p) Le premier autour qui ait étudié la question dont nous nous occupons ici 
est Minding. Voir, en particulier, le Mémoire Ueber die Biegung gewisser 
Flàchen, inséré en MH au tome XVIII du Journal de Crelle. Depuis, MM. Bonnet, 
Bour, Beltrami et d’autres géomètres ont repris cette étude dans des Mémoires 
que nous citerons plus loin. 



296 LIVRE VII. — CHAPITRE VI. 

A, B, C, D seront connues, mais où figureront six fonctions incon- 
nues a {9 a 2 , a 3 ; b { , é 2 , b 3 . On peut prendre arbitrairement une 
de ces fonctions ; et Ton reconnaît ainsi immédiatement qu’il y a 
une infinité de surfaces gauches admettant V élément linéaire 
donné ( 5 ). 

Les fonctions a { ^a 2: a 3 , prises isolément, doivent satisfaire aux 
deux équations 

( a \ ■+* a l "■*“ a l 

( } ( a , 1 * + a , î *-Haÿ = A, 

dont la résolution n’offre aucune difficulté. On prendra, par 
exemple, a 2 = /(a<); la première équation donnera a 3 en fonc- 
tion de a K et la seconde déterminera a K en fonction de v par une 
quadrature. 

a { , ct 3 sont les cosinus directeurs de la génératrice recti- 
ligne; on peut les regarder comme les coordonnées rectangulaires 
d’un point situé sur la sphère de rayon i . La résolution des équa- 
tions précédentes équivaut donc au problème suivant : 

Déterminer une courbe sphérique dont V arc soit une fonc- 
tion donnée de v. 


Il est clair que cette courbe peut être tracée arbitrairement sur 
la sphère. En d’autres termes, le cône directeur de la surface 
n’est jusqu’ici assujetti à aucune condition . 

Considérons donc a { , a 2 , a z comme connus. Alors les trois 
équations non employées 

i ai b'i -r- a 2 b\ 4- a 3 b' z — D, 

( 7 ) j a 1 bi -r- #2 b% -t- a'% b i -- B, 

( b ’ï b \ J* -f- b >* = G 

feront connaître 60, b 3 . On les résoudra comme il suit. 
Prenons comme inconnue auxiliaire le déterminant fonctionnel 


( 3 ) 


H — 


ai a 2 a 3 

a i a 0 #3 ; 

b\ b ' 3 6' 3 


si nous l’élevons au carré, nous trouverons, en tenant compte 
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des équations (6) et (7), 

r o D 

(9) H 2 — o A B = AC — B 2 — AD 2 , 

DBG 

ce qui donnera la valeur de H. Alors l’équation (8) pourra être 
jointe aux deux premières du système (7) et, en résolvant ces 
équations du premier degré , on trouvera 

a 3 a' 2 ), 

Cl\ ct$ ), 

a 2 a\), 

de sorte que Z> 2 , b z s’obtiendront par de simples quadratures. 
Les formules précédentes appellent plusieurs remarques. 

729 . D’abord il résulte des propositions établies au Chapitre 
précédent qu’en laissant de côté le cas spécial, dont l’examen 
n’offre d’ailleurs aucune difficulté, où l’élément linéaire convien- 
drait à une surface du second degré, les formules (10) donnent 
bien toutes les surfaces réglées admettant Vélément linéaire 
donné . 

En second lieu, le cône directeur de la surface pourra être 
choisi arbitrairement. En effet, soient donnés tf 2 , #3 en fonc- 
tion d’une variable t 1 satisfaisant à la première équation (6). La 
seconde nous donnera une.équation de la forme 

ïï(£) dt = A dv , 

qui fera connaître t par une quadrature. Il y aura une infinité de 
solutions distinctes, à moins que le cône directeur ne soit de révo- 
lution ou ne se r-éduise à un plan. 

Quelques considérations géométriques expliqueront assez bien 
le résultat précédent. Traçons sur une surface réglée (R) des gé- 
nératrices rectilignes infiniment voisines (a?<), ( d 2 ), (d$), 
considérons comme rigides les parties de la surface comprises 
entre les génératrices consécutives (rf/), mais en admettant 


/ 7 , n B , H , 

I £>1- j («*<*', ■ 

] n B , H f , 

/ = Da 2 + £\ a B a r 

f = D -h - -f- £ (#1 &' 2 - 
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que, des deux parties séparées par une génératrice (rf,-), l’une 
puisse tourner, tout d’une pièce, autour de (d t ) comme charnière 
sans entraîner l’autre. Soit, d’autre part, (G) un cône donné et 
soit (o<) une de ses génératrices, choisie arbitrairement . Par un 
mouvement d’ensemble de la surface gauche, amenons (d{ ), a etre 
parallèle à (S,). Faisons ensuite tourner toute la partie de la sur- 
face située du même côté que (d 2 ) par rapport à (<^), jusqu’à ce 
que (do) devienne parallèle à une des génératrices du cône (C), 
et soit (o 2 ) cette génératrice. Recommençant de même pour (d 2 ), 
on pourra, en faisant tourner toute la partie de la surface qui est 
du côté de (d 3 ), amener cette droite (d z ) à devenir parallèle à 
une génératrice (S 3 ) de (C); et ainsi de suite. La nouvelle forme 
ainsi obtenue de la surface gauche dépendra, en général, du choix 
de la génératrice initiale (S*) qui n’est assujetti à aucune con- 
dition. 


730. Les formules ( 10 ) prêtent encore à une remarque très 
intéressante, qui a été signalée rapidement par M. Beltrami (<), 
mais sur laquelle il convient d’insister. Elles contiennent une 
quantité H dont le carré seul est défini par l’équation ( 9 ) et qui, 
par suite, peut être prise avec un double signe. 

Il existe donc toujours deux surfaces réglées applicables 
V une sur Vautre et dans lesquelles les génératrices correspon- 
dantes sont parallèles et de meme sens . 

Considérons, par exemple, l’hyperboloide de révolution défini 
par l’équation 



On peut prendre ici 


I - = 7 cos v -h sino, 
l a A 

(12) < ~ = ^sinp — cos p, (a = c 2 ) 


(*) Beltrami (E.), Sulla fiessione dette superficie rigate ( Annali di Mate - 
matica pura ed applicata, pubblicati da B. Tortolini, t. VII, p. io5; i865). 
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On trouvera 


ds 2 = duï-± 2 ^-dudv %- (w 2 -f- A 2 'i £fr 2 . 

A A 2 ' 


On a donc ici 




B = o, G — o; 


et, par suite, la surface qui est applicable sur l’hyperboloïde avec 
parallélisme des génératrices sera définie par les formules 


1 

1 

X 

u 

AAÇ () 1 - 

a 2 -c 2 

1 

i a ~ 

— " UU5 V ~T^ 

A 

a 2 -+- c 2 

(i3) 

i 

* y _ 

1 a 

u . 

-smp — 
A 

a 2 — c 2 

c 2 


sinp, 

COSP, 



v. 


C’est une surface hélicoïde dans laquelle une hélice correspond 
au cercle de gorge de l’hyperboloïde. 

Après cette application particulière, revenons à la proposition 
générale et proposons-nous de rechercher si les deux surfaces 
dans lesquelles les génératrices correspondantes sont parallèles 
peuvent se déduire l’une de l’autre par une déformation con- 
tinue . Pour répondre à cette question, il est nécessaire de rap- 
peler quelques propriétés élémentaires des surfaces gauches. 

Remarquons d’abord que, d’après la seconde des formules (6), 
\jA.dv sera l’angle des deux génératrices infiniment voisines de 
paramètres v et o -j- dv. 

D’après cela, supposons que, dans l’expression (5) de ds 2 , on 
laisse o et dv constants, mais que l’on fasse varier u eL du ; on 
aura la distance de deux points infiniment voisins, pris respecti- 
vement sur les génératrices de paramètres o et v -f- dv. Or cette 
distance devient la plus petite possible lorsqu’on a 

du = — D dv, u ~ — 2 ; * 

H 

et elle est égale alors à — Donc, si l’on désigne par $dv la 
plus courte distance des deux génératrices ( v ) et ( v - {- dv ), on a 


H 
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De plus, le pied de cette plus courte distance, ou le point cen- 
tral, correspond à la valeur de u définie par l’équation 


0 5 ) 


u = — 


B 

A* 


Et enfin, d’après une propriété connue des surfaces gauches (*), 
le paramètre de distribution, qui est égal à (3 dv divisé par l'angle 
des génératrices infiniment voisines, aura pour valeur 


( 16 ) 



H 

A* 


Il y a lieu ici de faire une remarque essentielle. 


731. Si l’élément linéaire seul est donné, l’expression de vs 
contient un radical et, par suite, le signe de ts ne peut être déter- 
miné. Mais il n’en est plus de même lorsque la surface est définie 
par des équations de la forme (ï). Alors, en remplaçant H et A par 


(*) Pour plus de clarté, nous allons rapporter ici la démonstration bien connue 
qui donne Félément linéaire et les propriétés élémentaires des surfaces gauches. 
Soient (Jïg. ?3) AA', BB' deux génératrices infiniment voisines dont les para- 

Fig. 73. 


B' 



* Q V 


mètres seront v et v 4- dv. Si AB est la plus courte distance de ces deux géné- 
ratrices, la valeur principale de AB sera 

AB — p dv, 

? étant une certaine fonction de Menons par A une parallèle AC à BB' et, par 
le point M de BB', menons MP, perpendiculaire à AC, et MQ, perpendiculaire 
à AA\ Le triangle MPQ étant rectangle, nous avons 

(«) PQ = MP tango», MQ a = MP a PQ», 

Ÿ désignant l’angle QMP. D’autre part, le triangle APQ rectangle en Q nous 
donne, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur 

PQ = AQ da, 
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leurs valeurs dans l’équation (16), on trouve 


~4~ j 


a i 

«2 

« 3 

a\ 

«2 

< 

b\ 

b\ 

b'i 


de sorte que le signe du second membre reste à déterminer. Pour 
cela, conformément à une méthode bien connue, plaçons-nous 
dans une hypothèse particulière et supposons que la génératrice 
considérée vienne coïncider avec l’axe des z. On aura alors 


= o, a 3 =i, ô 1 =£ 2 = Ô3 = o. 


Le plan langent à la surface gauche, en un point de Taxe des z, 
aura pour équation 

Y _ a'iz-+.b\ 

^ z H- h , 

Si l’on veut que l’origine soit le point central et le plan des xz 
le plan central , il faudra que l’on ait 

b\ = o, a\ = o, 


de étant l’angle des deux génératrices AA/ et BB'. Si Ton désigne par u et a les 
distances de Q et de A au point où une trajectoire orthogonale fixe coupe AA', 
on a 

AO =3 u — a, 

et, par suite, les formules (a) nous donnent 

( b ) tangep = t , MQ s = dv*-\~ {u — eyde\ 


Or MQ peut être regardé comme étant égal à l’arc, compris entre AA’ et BB', de 
la trajectoire des génératrices passant en M. On aura donc pour l’élément li- 
néaire la formule 

ds i = du 3 -h £ p* -+- ( u — a ) 3 J dv 2 

et, si l’on a choisi v de telle manière que de soit égal à dv, 

(c) ds* = du 2 + [p a -H (m — <x) a ] dv*. 

D’autre part, 9 est évidemment l’angle que fait le plan tangent en M avec le 
plan tangent en B au point central; et, par suite, la première des équations (b) 
nous donne le théorème de M. Chasles, exprimé par la formule 


(d) 


it — a 
tang 9 = ) 


où 


a 


de 


Ce sont les résultats que nous rappelons dans le texte. Nous emploierons plus 
loin la formule (c), où l’on connaît la signification géométrique de tous les termes. 
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équations auxquelles on peut joindre la suivante 

= o, 


obtenue en différentiant la relation identique entre les trois co- 
sinus. D’après cela, l’équation du plan tangent deviendra 


Y = 


Ct S) 

t 


zX, 


et le paramètre de distribution sera 

VS — —7- 


En comparant à la valeur générale de tu, on voit qu’il faut 
prendre 


(>7l 




CL\ <X% 

Ct £) Æ J 

b\ b\ b' z 


11 suit de cette détermination précise du signe de m (*) que les 
deux surfaces gauches signalées plus haut, qui sont applicables 
l’une sur l’autre avec parallélisme des génératrices homologues, 
par cela seul qu’elles correspondent à des valeurs de H égales et 
de signes contraires, ont leurs paramètres de distribution égaux 
et de signes contraires pour deux génératrices homologues. Or il 
est clair que, si l’on déforme, (T une manière continue } une surface 
réglée, on ne change pas le signe du paramètre de distribution. 
Ainsi, quoique les deux surfaces soient applicables l’une sur l’autre, 
on ne peut, en général, passer de l’une à l’autre par une défor- 
mation continue. C’est là le fait que nous voulions mettre hors de 
doute. 

Ajoutons cette propriété : Quand deux points correspondants 
décrivent sur les deux surfaces des génératrices parallèles, les plans 
tangents tournent toujours du même angle, mais dans des sens 


(*) Il est très facile de comprendre pourquoi le paramètre de distribution a 
un signe. Fixons un sens sur une génératrice rectiligne; quand le point se dépla- 
cera dans ce sens, le plan tangent tournera autour de la droite dans le sens des 
rotations positives ou dans le sens opposé. Dans le premier cas, le paramètre de 
distribution est positif, il est négatif dans le second. Le signe ainsi établi ne 
dépend pas du sens que l’on a fixé sur la génératrice. 
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opposés. Ils sont parallèles pour les points centraux et pour les 
points à l’infini. 

732. Les formules que nous avons données permettent de ré- 
soudre ou d’aborder quelques questions intéressantes que nous 
allons indiquer rapidement. 

Peut-on déformer une surface réglée de telle manière que 
Vune de ses courbes devienne plane? 

Nous pouvons évidemment supposer que cette courbe corres- 
ponde à l’hypothèse u = o. Admettons, d’autre part, que le plan 
dans lequel elle sera située ait été choisi pour plan des yz . On 
devra avoir 

b\ - o, 

c'est-à-dire 

ADaj-h B a\ -h H(a 2 a' 3 — «3 a'f) = 0. 

Mais, d’après les équations (6), on peut écrire 


a 2 cc'§ #3 #2 ~ /(«i ) (^2 2 a'z) — (a 2 Cl. 2 -+■ #3 a 3 ) 2 

= /(A — a'f )(i — a? ) — af ai 2 . 

L’équation du problème devient donc 

(18) AD a! -h Bai = H /A(i — a \ ) — - ai 2 

et ne contient plus que l’inconnue a* ; a 2 et a 3 se détermineront 
ensuite par la première équation (6) jointe à la suivante 

a 2 a 3 — a 3 a' 2 /A(t — a? ) — a', 2 

(19) «I+al ' = 7=^? ’ 

qui donnera ^ par une quadrature. Tout se ramène donc (*) à 

l’intégration de l’équation différentielle. 

On peut intégrer dans le cas où la courbe donnée est une tra- 
jectoire orthogonale des génératrices; car alors on a D = o, et 


(*) Beltrami (E.), Mémoire cité plus haut, p. 119. 
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l’équation peut s'écrire 


( 20 ) 


HfA 


s/l — a\ \/ JB â — î— 

Une simple quadrature fera connaître a K ( K ). 


733. Peut-on déformer une surface réglée de telle manière 
qu'une de ses lignes devienne droite? 

Cette ligne devra, évidemment, être géodésique ; il faut donc 
trouver une condition correspondante. 

Admettons toujours que la ligne donnée corresponde à l’hypo- 
thèse u = o et prenons pour axe des ^ la droite dans laquelle elle 
se transformera. On devra avoir cette fois 

b\ = b' 2 ~ o, 


et, par suite, les équations (j) nous donneront 
«3Ô3 = D, 

On en déduit 

63 = V % 

et de là résulte la condition annoncée 



Connaissant a % , on aura a K et a 2 par les deux équations 
a\ -H = 1 — ci], a'? -+- a r 2 2 = A — ci'f, 
qui se résolvent, on le reconnaît aisément, par une quadrature; car 


&; 2 = c. 


V/G' 


«Z — “7^? «3= “j 




V) Dans le cas général, l’équation appartient au type suivant 

2 N yy’-h P y'*= 1, 

où M, N, P sont des fonctions de x, On peut la ramener à l’une des formes sui- 
vantes 

y s -hy' 2 =-- ç(a?), 
y = Cl -T- b y -b cy 2 -1- dy\ 

a, b , c , cl étant des fonctions de x . 
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